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Einleitung

Wenn man den Leuten nur begreiflich ma-
chen konnte, dafl es mit der Sprache wie
mit den mathematischen Formeln sei—sie
machen eine Welt fiir sich aus—sie spie-
len nur mit sich selbst, driicken nichts als
ihre wunderbare Natur aus, und eben dar-
um sind sie so ausdrucksvoll—eben darum
spiegelt sich in ihnen das seltsame Verhélt-
nisspiel der Dinge.

(Nowalis)

Eines der zentralen Themen der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie bilden
Grenzwertsétze fiir Summen unabhéngiger, identisch verteilter reellwertiger Zu-
fallsvariablen. Dabei beruhen viele Beweise darauf, dafl durch die Gruppenstruk-
tur auf R eine Faltung auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle induziert wird
und dafl die Fouriertransformation mit dieser Faltung vertraglich ist.

Das Konzept von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen 148t sich in zwei Rich-
tungen verallgemeinern. Einerseits besteht die Moglichkeit, die Gruppe R durch
eine beliebige (topologische) Gruppe G zu ersetzen und Folgen von Zufallsvaria-
blen mit Werten in G und ihre Summen (bzw. Produkte im nichtkommutativen
Fall) zu betrachten. Grenzwertsétze fiir Zufallsvariablen mit Werten in einer Lie-
Gruppe sind etwa in [18] zu finden.

Eine weitere Moglichkeit der Verallgemeinerung ergibt sich aus der Tatsache,
da Summen unabhingiger identisch verteilter Zufallsvariablen zeitlich homoge-
ne Markov-Ketten bilden, deren Zustandsraum die zugrundeliegende Gruppe G
ist. Auch unter diesem Gesichtspunkt spielt die von der Gruppenstruktur erzeug-
te Faltung  eine besondere Rolle: Die Ubergangsfunktion der Markov-Kette ist
gegeben durch

n n—1
P(z;A):=P() _Xp€A| ) Xy =) =0, xu(A).
k=1 k=1

1



Einleitung

Dabei ist n € Nyx € G, A € B(G) und p die gemeinsame Verteilung der Sum-
manden Xj. Dies legt es nahe, allgemeiner Markov-Ketten zu untersuchen, deren
Zustandsraum eine algebraische Struktur tréagt, die die Definition einer Faltung
erlaubt, und deren Ubergangsfunktion ebenfalls die obige Gleichung erfiillt. Einen
moglichen Kandidaten stellt das Konzept der kommutativen Hypergruppen be-
reit. Hier steht zwar keine Struktur mehr auf dem zugrundeliegenden Raum selbst
zur Verfiigung, aber eine Faltung auf der Maflalgebra und eine mit dieser Faltung
vertriagliche Fouriertransformation. Die genaue Definition einer Hypergruppe, vie-
le Beispiele und die allgemeine Theorie der harmonischen Analyse auf Hyper-
gruppen findet man in [4]. Wir betrachten also im folgenden Markov-Ketten,
deren Zustandsraum eine Hypergruppe (K, ) ist, und die eine Ubergangsfunkti-
on der Form

P(z; A) := 6, x u(A)

mit 7 € K, A € B(K) und u € M'(K) besitzen.

Mit Hilfe des in [48] definierten Begriffs der sogenannten Konkretisierung einer
Hypergruppe 148t sich die Ahnlichkeit solcher Markov-Ketten zu Summen un-
abhéngiger Zufallsvariablen noch deutlicher fassen.

Welchen Wert hat nun dieses Vorgehen abgesehen von der reinen Verallgemeine-
rung? Es zeigt sich, dafl dieses Konzept zumindest zwei interessante Klassen von
Markov-Ketten beinhaltet. Dies sind zum einen bestimmte Markov-Ketten auf
Ny oder N2, die als ein- beziehungsweise zweidimensionale stochastische Popula-
tionswachstumsmodelle verwendet werden (vgl. etwa [21]). Zum anderen handelt
es sich um Summen unabhéngiger Zufallsvariablen mit isotropen Verteilungen.
Ein wichtiges Beispiel hierfiir sind Summen radialsymmetrischer Zufallsvariablen
im R" (siehe [24]). Im ersten Fall trigt der Zustandsraum die Struktur einer poly-
nomialen Hypergruppe, im zweiten Fall die einer Sturm-Liouville-Hypergruppe.
Fiir diese Hypergruppen-Klassen wurden in [43]-[42], [48] und [46] eine Reihe
von Grenzwertsidtzen bewiesen, darunter zentrale Grenzwertsitze und Gesetze
der groflen Zahlen. Diese werden in der vorliegenden Arbeit durch zwei weitere
Typen von Grenzwertsitzen ergéanzt: Das Prinzip der groflen Abweichungen und
lokale Grenzwertsétze.

Die Arbeit gliedert sich dabei wie folgt:

Markov-Ketten auf polynomialen Hypergruppen gehéren zur gut untersuchten
Klasse der Markov-Ketten mit diskretem Zustandsraum. Im ersten Kapitel wer-
den sie in diesen Rahmen eingebettet. Wir definieren Markov-Ketten auf po-
lynomialen Hypergruppen durch eine Gleichung, die auch dann noch sinnvoll
ist, wenn das orthogonale Polynomsystem { P, () }nen, keine polynomiale Hyper-
gruppe bildet. Da es interessante Beispiele gibt, die nur dieser erweiterten De-
finition geniigen, betrachten wir allgemeiner sogenannte P,-homogene Markov-
Ketten.

Zunichst wird eine Integral-Darstellung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten



hergeleitet. Mit Hilfe dieser Integral-Darstellung kénnen wir dann Kriterien fiir
Transienz oder Rekurrenz P,-homogener Markov-Ketten angeben. Dabei stellt
sich heraus, dafl es unter milden Bedingungen an das Polynomsystem geniigt,
das Verhalten der einfachen Irrfahrt zu kennen, um alle P,-homogenen Markov-
Ketten beziiglich dieses Polynomsystems klassifizieren zu kénnen. Unter der ein-
fachen Irrfahrt verstehen wir dabei die Markov-Kette, deren Trajektorien nur
Spriinge der Grofle eins besitzen. Das Verhalten der einfachen Irrfahrt wieder-
um héngt nur von der Gestalt des Orthogonalisierungsmafles ab. Diese Situation
dhnelt der fiir Summen unabhéngiger Zufallsvariablen auf Z". Dort entscheidet
die Integrierbarkeit einer bestimmten Funktion iiber Transienz oder Rekurrenz,
die ihrerseits nur von der Dimension n abhéngt ([35], T8.2).

Das Prinzip der groflen Abweichungen ist das Thema des zweiten Kapitels. Dazu
beweisen wir zunéchst eine Variante eines Satzes von Ellis, die dem Umstand
Rechnung triagt, daf alle im weiteren betrachteten Zufallsvariablen nur nichtne-
gative Werte annehmen. Mit Hilfe dieses Satzes formulieren wir dann das Prinzip
der groflen Abweichungen fiir P,-homogene Markov-Ketten, das den Satz von
Cramér verallgemeinert. Die Ratenfunktion steht dabei im selben Zusammen-
hang zur Fouriertransformierten wie im klassischen Fall.

Fiir den Beweis benotigen wir Aussagen iiber das Wachstumsverhalten der Poly-
nome auflerhalb ihres Orthogonalisierungsintervalls, die es ermoglichen, die Poly-
nome mit der Exponentialfunktion zu vergleichen. Diese Abschéitzungen kénnen
wir herleiten, sofern das Polynomsystem in der Nevai-Klasse M (0, 1) enthalten
ist oder asymptotisch periodische Rekursionskoeffizienten besitzt.

Analoge Abschitzungen stehen auch fiir die multiplikativen Funktionen auf Sturm-
Liouville-Hypergruppen zur Verfiigung. Daher kénnen wir auch fiir Markov-Ketten
auf Sturm-Liouville-Hypergruppen die Giiltigkeit des Prinzips der groflien Abwei-
chungen nachweisen.

Diese Sitze setzen allerdings immer voraus, dafl die zugehorigen Verteilungen
kompakten Trager besitzen. Auf diese technische Voraussetzung kann—zumindest
bei der hier verwendeten Beweismethode—leider nur in Spezialfillen verzichtet
werden. Diese Bedingung benotigen wir, um die Abschétzung nach unten im Prin-
zip der groflen Abweichungen zu beweisen. Die Abschéitzung nach oben kénnen
wir unter geeigneten Wachstumsbedingungen an die Verteilung sogar sehr viel
allgemeiner fiir beliebige normalisierte schwache Hypergruppen auf R, beweisen.

Im dritten Kapitel beschéftigen wir uns mit lokalen Grenzwertsétzen fiir P,-
homogene Markov-Ketten, deren Polynomsysteme zu Jacobi-Polynomen verwandt
sind. Darunter verstehen wir zum einen Polynomsysteme, deren Rekursionskoeffi-
zienten das gleiche asymptotische Verhalten zeigen wie die der Jacobi-Polynome.
Zum anderen sind die sogenannten Scheiben-Polynome auf der Einheitskreisschei-
be gemeint, die ihrer expliziten Gestalt wegen mit den Jacobi-Polynomen ver-
wandt sind. Diese lokalen Grenzwertsétze benutzen wir anschlieBend, um fiir den
Fall der einfachen Irrfahrt ein Analogon zum Integral-Test von Dvoretzky-Erdos
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zu erhalten.

Ein Vergleich der Beweise mit den Beweisen im klassischen Fall, die man etwa
in [19] findet, zeigt, daf sie sich zwar der gleichen Idee bedienen, aber erheblich
komplizierter sind. Dies hat seinen Grund darin, da8 die Grenzverteilung (hier ei-
ne Raleigh-Verteilung) auf einer anderen Hypergruppe (der Bessel-Hypergruppe)
definiert ist als die Verteilungen der Markov-Kette, wihrend im klassischen Fall
alle Verteilungen auf R selbst oder einer Untergruppe definiert sind.

Im letzten Kapitel schliellich geben wir eine Klasse polynomialer Hypergruppen
an, deren Rekursionskoeffizienten ein asymptotisch periodisches Verhalten aufwei-
sen. Diese Polynome sind insofern von Interesse, als sie das—soweit dem Autor
bekannt ist—einzige Beispiel einer polynomialen Hypergruppe darstellen, deren
Rekursionskoeffizienten nicht konvergieren.

Um das Lesen dieser Arbeit zu erleichtern, sind in einem Anhang einige haufiger
benutzte Definitionen und Aussagen iiber orthogonale Polynomsysteme, modifi-
zierte Momente und Eigenschaften konvexer Funktionen zusammengestellt. Be-
griffe und Definitionen fiir Markov-Ketten, soweit sie nicht im Text eingefiihrt
werden, verwenden wir wie in [14].

Teile des zweiten Kapitels wurden in [11] vorverdffentlicht! und unter dem Titel
»A large deviation principle for polynomial hypergroups* auf der Tagung , Ap-
plications of hypergroups and related measure algebras® (1-6.8.1993, Seattle,
U.S.A.) vorgetragen.

Ich mochte mich bedanken bei Herrn Professor Dr. R.Lasser, der mir die Ab-
fassung der Dissertation in seiner Arbeitsgruppe ermoglicht hat und stets zu
Diskussionen bereit war. Ebenso gilt mein Dank Herrn Professor Dr. E.Thoma
fiir die Ubernahme eines Gutachtens wie auch Herrn Hochschuldozent Dr. M. Voit
fiir seine Anregungen und Hilfe.

Daneben danke ich meinen Kollegen, vor allem Dr. V.Hdosel, M.Lindlbauer und
M.Niefiner, fiir ihre Bereitschaft, meine mathematischen Probleme zu diskutie-
ren.

Am meisten aber verdanke ich meinen Eltern, ohne deren Unterstiitzung ich si-
cher nicht nur diese Arbeit nicht geschrieben hétte.

IMit Genehmigung des Dekans der Fakultit fiir Mathematik der Technischen Universitit
Miinchen vom 2. 8. 1993



Kapitel 1

P, -homogene Markov-Ketten

1.1 P,-homogene Markov-Ketten

Gegeben sei ein orthogonales Polynomsystem {P,(x)},en, wie in A.1. Dann in-
duzieren die Linearisierungskoeffizienten g(m, n, k) von P,(x) eine (i.a. nicht po-
sitive) Faltungsstruktur auf der Menge aller Punktmafle auf Ny gemé8

n+m

571 * 5771 = Z g(ma n, k)5k7

k=|n—m)|

die bilinear und assoziativ auf die Menge aller komplexen Mafle mit endlichem
Trager auf Ny fortgesetzt werden kann.

Aus P,(zo) = 1 fiir alle n € N folgt aulerdem, dafl das Faltungsprodukt zweier
W-Mafle wieder ein W-Maf ist, sofern es ein positives Maf} ist.

Mit Hilfe dieser Faltungsstruktur definieren wir:

Definition 1.1.1
(i) Ein W-MaB p auf Ny heiBt zuldssig fir {Pn(z)}nen,, falls 6; * p fiir jedes
i € N existiert und ein positives Mafl (und damit ein W-Ma$) ist.

(ii) Eine Ubergangsmatrix P = (Pj;);jen, heiBt P,-homogen (mit Verteilung
), falls ein zuléssiges W-Maf3 p auf Ny existiert so, daf fiir alle i und j gilt

(1.1) Fij = 0i % n({7})-

(iii) Eine Markov-Kette X mit Zustandsraum Ny heiit P,-homogen, falls die
zugehorige Ubergangsmatrix P P,-homogen ist.
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1. P,-homogene Markov-Ketten

Bemerkung:
(1.1) impliziert Py, = p({k}). Damit ist eine dquivalente Formulierung:
P ist P,-homogen genau dann, wenn

0 i+
k=0 k=|i—j|

Dabei folgt die zweite Gleichung aus der Tatsache, dal g(k,,7) # 0 genau dann
gilt, wenn ¢(i, 7, k) # 0.

Beispiele:

(i) Sind alle Linearisierungskoeffizienten g(m, n, k) nicht negativ, so wird M (Ny)
mit obiger Faltung zu einer kommutativen Banach-Algebra. Mit der Iden-
titét als Involution und 0 als neutralem Element ist (Ny, %) dann ein kommu-
tative Hypergruppe und heifit polynomiale Hypergruppe (vgl. [25]). In die-
sem Fall ist jedes W-Maf3 p zuléssig und man nennt P,-homogene Markov-
Ketten random walks (siehe [16]).

(ii) Ein weiteres wichtiges Beispiel entsteht folgendermafien:
Fiir jedes Polynomsystem ist das Mafl i = podo+ 101 (o, p1 = 0, po+p1 =
1) zuléssig. Solche P,-homogenen Markov-Ketten heiflen in [21] ebenfalls
random walk. Die P,-homogene Markov-Kette mit Verteilung 6; wird im
folgenden einfache Irrfahrt genannt.

(iii) Fiir ein beliebig vorgegebenes Polynomsystem { P, (z)}nen, mit negativen
Linearisierungskoeffizienten ist es im allgemeinen schwierig zu entscheiden,
ob neben der einfachen Irrfahrt weitere P,-homogene Markov-Ketten exi-
stieren.

Sind jedoch die ersten Linearisierungskoeffizienten positiv, etwa g(m, n, k) >
0 fiir m < mg, k,n € Ny, so ist offensichtlich jedes W-Mafl p auf Nj
mit Trp € [0,mg] zuldssig fiir {P,(x)}nen,- Ein Beispiel hierfiir bildet
die zweiparametrige Erweiterung {7),(x; a, b) },en, der Grinspun-Polynome
aus [26]. Diese erfiillen g(2,n,k) > 0 fiir a > 2 und b > max{1, $2%;} und

9(3,n,k) > 0 fiir a > 2 und b > 3%=2. Dies zeigt man mit Hilfe der Rekur-

siongleichungen fiir die Linearisierungskoeffizienten aus [25].

Um interessante Aussagen iiber P,-homogene Markov-Ketten erhalten zu konnen,
sind zusétzliche Bedingungen, sei es an das Maf u, sei es an das Polynomsystem
{P.(2) }nen, notig. Daher sei ab jetzt stets eine der beiden folgenden Vorausset-
zungen erfiillt:

(a) Trp ist endlich oder
(b) Es existieren Konstanten C; und Cy mit:

lg(m,n, k)| < Cy gleichméfBig in n,m und k und sup sup |P,(z)| < Cs.
neNzeTrm



1.1. P,-homogene Markov-Ketten

Lemma 1.1.2
Es sei u ein zuldssiges W-Maf und P P,-homogen mit Verteilung j. Dann gilt:

(i) Fiir jedes n € N existiert 4™, das n-fache Fa]tungsprodukt von u mit sich
selbst, und ist ein W-Ma#f. Es ist gegeben durch ™ = Zk:o ok 5k.

(i) Fiir alle n € N ist das W-MaB p™ zuléssig und P™ ist P,-homogen mit
Verteilung p™.

(iii) P ist reversibel beziiglich {m,}, d.h. m;P;; = m;Pj;. Insbesondere ist {m,}
ein positives invariantes Ma#f fiir P.

Beweis:

(i) Fiir n = 1 ist dies richtig. Sei also n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung ist
w1 ein W-MaB. AuBerdem ist

0<dr*p({s}) = ng,l,y {1}) <

fiir alle k,1 € Nj.
Also ist auch

0<> G p" V({k}) <1
k=0

und

"({5}) = Z(ng,l,y {l})> Uk,

k=0

ist wohldefiniert fiir alle ;7 € Ny. Die iibrlgen Behauptungen folgen, falls
gezeigt werden kann, daf fiir jedes j € Ny u™ ({j}) = gllt Dies sieht
man wie folgt:

DN ) (12) = (1)
P&’=ZP& Py ST PN gtk (k)
= =0 k=0

> gk, Li)un({kHu" {1} = uf”

=0 k=0

(ii) Beweis durch Induktion nach n:
n = 1 ist die Deﬁnltlon Fiir n > 1 reicht es offensichtlich zu zeigen, dafl
fiir alle 4,7 € Ny Py, = §; » p™({j}) ist. Da * assoziativ ist fiir MaBe mit
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endlichem Tréager, erhalten wir fiir ¢, 7,1, m € Ny die Gleichung

(13)
> gm,k)g(k,i, §) = 6% (6 0m) ({5})
ke=li—j]
= (6% 0) * 5m({5}) = D 9,1, k)g(k,m, 5).
k=li—1|

Fiir festes i,j € Ny gilt g(k,7,7) # 0 genau dann, wenn ¢(7, j, k) # 0 und
daher

0% n"V({j}) = Zg (k, i, )™V ({k})

= g(k,i, ) > glm, k)u({m})u™ ({1})
i+ %0 00
— g(k.i,5) > > gll,m, k)u({m})u™ ({1})
k=li— =0 m=0
ZZ Z gk, i, j)g(l,m, k)u({m})u™ ({1})
=0 m=0k—}i-i
Wy v Z (i, 1, k)g (k, m, )un({mp)u™ ({1})
=0 m=0 k=|i—I|
=33 gl LR )Y gk m, j)u({m})
1=0 k=|i—1 m=0
00 i‘-&-l |
=> "> gl L k)™ ({1}) Py
1=0 k=|i—l|

Der Beweis ist beendet, wenn gezeigt ist, dafl in der letzten Zeile die Sum-
mationsreihenfolge vertauscht werden kann, denn

igz,l,k "({1}) Py —ZP")P _P(”),

0 1=0

WE

£
I

Dies ist trivial, falls Tr o endlich ist, da in diesem Fall auch u(™ endlichen
Trager besitzt. Ist Tr p nicht endlich, aber |g(m,n, k)| < C gleichméBig in
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m,n und k, so ist

ZZ 19(i, 1, k)| Pejp™ ({1}) = ZZ—m (I, K, )| Py ™ ({1})

=0 k=0

0 k0 T
:ZZ—J (1, k, )| Piup™ ({1}) < C2 < oo
1=0 k—o M i

(i) Es gilt m,9(m,n, k) = mxg(m, k,n). Daher ist
Py =Y mg(k.i,j)Po, =Y mg(k,j,i)Pox = m; P

Ji
k=0 k=0

und

oo o0
mj=m ) Pi=) mPy;
=0 =0

1.2 Eine Integral-Darstellung fiir die Ubergangs-
matrizen

Es sei P eine P,-homogene Ubergangsmatrix mit Verteilung . Unter den obigen
Voraussetzungen
(a) Trp ist endlich oder

(b) Es existieren Konstanten C; und Cy mit:

lg(m, n, k)| < Cy gleichméBig in n,m und k und sup sup |P,(x)| < Cs

neN zeTr

konvergiert fiir u € M*(Ny)

= > u({k})Pu(2)

absolut und gleichméflig auf Tr 7 und heifit die Fourier-Transformierte von p
Sie hat folgende Eigenschaften:
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Lemma 1.2.1
Ist p ein zuléssiges W-MaB, so gilt fiir v € Trm und ¢ € Ny:

5 % nlx) = P() i) und ™ (x) = ()"

Insbesondere gilt

o0

i) Bi(x) = Y PPy (a).

J=0

Beweis: Formal erhilt man

ﬂ(ﬂf)H(I)Z(Z gk, i, ) F;(x) ) ({k}) = Z(Zg (k. i,4)P ) p({k})

k=0 \j=|k—i] k= j=0

éz(zgk,m {k})ﬂ Z r) = 5, ().

=0

Dabei gilt (1) unter Voraussetzung (a) trivialerweise, da dann alle auftretenden
Summen endlich sind.
Gilt (b), so darf die Summation vertauscht werden, denn fiir festes i ist

Z(Z Ig(k,i,j)Pj(x)l) {k}) <Y Z lg(k, i, )| u({k})

k=0 \j=0 k=0 j=|k—i|
oo k+i

<O+ S lgthi, (k)

k=i j=k—i

<O+ C1Cy(2i + 1) i n({k})

k=i

<O+ G020+ 1) <00

Zum zweiten Teil der Behauptung: Wieder ist formal

it (x (Zu”) {7}P ) <Zu ({K}) Pi( ))

" ({5}) Zu{k} Zg/w, )Fi()

Mg

[e.e]

iZu {z}za gk, 5, Du({k}) ZPOJZPﬂPz

j=0 =0 =0

iz(zpoj )P zpo,”“ _ ),

1=0 \j

.
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Unter Voraussetzung (a) sind (1) und (2) offensichtlich richtig. Also bleibt zu zei-
gen, dal unter Voraussetzung (b) die Summationsreihenfolgen vertauscht werden
diirfen.

Fiir (1) wurde dies schon oben gezeigt und (2) gilt, da

oo o0

1=0 j=0
U

Bemerkung:

In Kapitel 2 wird der ,Faltungssatz* p((z) = (i(z))" auch fir x > xg, also
x ¢ Trm, verwendet, falls Tr p endlich ist oder falls { P, (z)}en, eine polynomiale
Hypergruppe erzeugt. Beachte dabei, daf fiir x > z P,(x) > 0ist und damit ji(x)
wohldefiniert ist mit dem moglichen Wert +o0o. Somit ist dann der obige Beweis
des Faltungssatzes richtig fiir Mafle mit endlichem Triger. Sind alle Linearisie-
rungskoeffizienten g(m,n, k) nichtnegativ, so sind alle auftretenden Summanden
positiv und die Vertauschung der Summationsreihenfolge ist auch in diesem Fall
gerechtfertigt.

Satz 1.2.2 (Integraldarstellung von Pi(j"))

Es sei P eine P,-homogene Ubergangsmatrix mit Verteilung j. Dann besitzt Pi(jn)
die Integraldarstellung

P — 7, / (i) Bi(x) Py () dre ().

Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma 1.2.1 und der Orthogonalitit von { P, (z) } nen,
beziiglich 7. O

Nach [22], Theorem VII, existiert fiir jede Markov-Kette und jeden Zustand j ein
W-Ma8 ¢;; € M'([-1,1]) so, daB gilt

1
(1.4) P = /_1 " dipj;(x)

Dabei besteht folgender Zusammenhang zur Integral-Darstellung von Satz 1.2.2:

Korollar 1.2.3
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.2 ist

¥y = mif(Pim)

wobei f(v) das BildmaB von v unter der Abbildung f bezeichnet.
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Beweis:
Nach Voraussetzung existiert ein C' < oo mit fi: Trm — [—C, C] und f ist stetig.
Also erhélt man mit Satz 1.2.2 und dem Transformationssatz fiir Integrale:

c

Py = [(@le) Pa)dn(e) =, [ yancpin)(w)

-C

Aufgefafit als Mafle auf [-M, M] mit M := max{sup Trx,C} haben p;; und
m;f1( P?7) demnach die selben Momente.

Damit folgt die Behauptung, da auf Kompakta Mafle durch ihre Momente ein-
deutig bestimmt sind ([9], Theorem II1.5.7). O

Mit Hilfe von Korollar 1.2.3 kann i auf Tr 7 abgeschétzt werden. Dazu benétigen
wir das folgende Lemma.

Lemma 1.2.4 )
Es sei P eine beliebige reversible Ubergangsmatrix und fiir j € Ny sei
wi; € MY([—1,1]) das gemés (1.4) zugehorige Maf.

Dann ist ;
i = lim (Rgdln)>1/ in

n—oo
die kleinste positive Zahl o mit Tr pij; C [—a, o] fiir alle j € C(7).
Dabei bezeichnet C(i) die Menge aller mit i kommunizierenden Zustédnde und d;
die Periode von i.

. .. . N . (dsn) 1/din (din) 1/din
Beweis: Fiir alle 7 € C(i) ist v; = lim,, o0 (PN ) und (PN ) <y
([23], Theorem X) und fiir jedes n € N gilt:

) 1/d;n o 1/din

07

d.h. v < a.
Andererseits gilt nach Definition von « fiir jedes € > 0 p;;(D.) > 0, wobei D, :=
[—a, — (o — ¢)] U [ — £, a]) und somit

(ijz > = (/ x md/ijj(x)) > (/ x mdwﬂ@)

[e%

> (a — &)y (D)4,

V

Vi

Damit ist 7; > o — € fiir jedes € > 0, d.h. v > a. OJ

Korollar 1.2.5
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.2 gilt

sup |f(x)] =0 < 1.

ze€Trm
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Beweis: Ist Pyp = 1, so ist nichts zu zeigen.
Andernfalls ist C(0) # {0}. Definiere § := sup,cq,, |f(z)]. Dann ist wegen
Satz 1.2.2 79 < 6.
Weiter gibt es nach Definition von § ein y € Trm mit § = |(y)|. Da [ stetig ist,
folgt mit Korollar 1.2.3

fi(y) € p(Trm) € Tr afm) = Tr pioo S [0, o).

Folglich ist ¢ < p. U

1.3 Irreduzibilitit und Periodizitit

Fiir eine beliebige P,-homogene Markov-Kette ist es schwierig, Kriterien fiir Ir-
reduzibilitdt und Periodizitdt anzugeben. Man kann aber die folgenden einfachen
Beobachtungen festhalten, die wir in Kapitel 3 benttigen werden.

Satz 1.3.1
(i) Die einfache Irrfahrt ist irreduzibel. Sie ist aperiodisch genau dann, wenn
b, # 0 fiir ein n € N.

(ii) Ist b, =0, so gilt fiir jede P,-homogene Markov-Kette X mit Verteilung
(1) X ist reduzibel, falls Tr y C 2N.
(2) X hat Periode 2, falls Tr p C 2Ny + 1.

(iii) Ist P P,-homogen mit Verteilung i, so sind alle Aquivalenz-Klassen von P
stochastisch abgeschlossen und die Periode d(i) erfiillt d(i) < 2 fiir jeden
Zustand i € Ny. Insbesondere ist P irreduzibel genau dann, wenn

R = Uy Tr ™ = N,

Beweis:

(i) Esist fiir j >4

j—i—1 j—1
‘Pi(j]_Z) > H Piikivks1 = Hak >0
k=0 k=i

und analog fiir ¢ > j

Ist b,, # 0, so ist der Zustand ny (und damit die einfache Irrfahrt) aperi-
odisch.
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(ii) Nach Voraussetzung ist Py, (z) eine gerade Funktion und Ps,1(z) eine un-
gerade Funktion. Also folgt aus Tr u C 2Ny, daBl fi(z) eine gerade Funktion
ist, und somit ist ji(z)"P;(z)P;(x) eine ungerade Funktion fiir alle n € N,
falls © — 7 ungerade ist. Da b, = 0 ist, ist das Orthogonalisierungsmaf} =
symmetrisch ([9], Theorem 1.4.3). Also ist Po(?) = 0 fiir alle n € N, falls j
ungerade ist, und X ist reduzibel.
Ist jedoch Trpu C 2Ny + 1 und ¢ — j gerade, so ist

fi(z)" Pi(z) Pj(z) = (=1)"i(—z) P;(—x) P (—x)
und somit ist P-(-QnH) = 0 fiir alle n € N.

(iii) Aus Lemma 1.1.2 (iii) folgt P/ > 0 < P” > 0, da m, > 0 fiir alle k.

Damit sind die Aqulvalenzklassen abgeschlossen und P;; 2n) < 0 fiir alle n und 7,
also ist d(i) < 2. R ist die Aquivalenzklasse von 0. Da R stochastisch abge-
schlossen ist, folgt sofort die Behauptung.

O

Korollar 1.3.2
Ist (Ny, %) eine polynomiale Hypergruppe, so ist fiir einen random walk X mit
Verteilung p dquivalent:

(i) X ist irreduzibel.

(ii)
R .= Un>1 Tr ,u(") = No.

(iii) Es existiert ein ng € N mit 1 € Tr (™).

Beweis: Es ist nur (iii) = (i1) zu zeigen. Nun folgt aber aus (iii) induktiv
{0,1,...,k} C Ul(g;;)no Tr p®. Also gilt (44). O

1.4 Transienz und Rekurrenz

ij
unabhéngig von i und j ([22], Theorem X), wobei n die Residuenklasse R;; von i
und j beziiglich der Periode d von P durchlauft.
Nach dem Satz von Cauchy-Hadamard ist dann R := 1/y > 1 der gemeinsame

Konvergenzradius der Potenzreihen )" P(n) "

Ist P eine beliebige irreduzible Ubergangsmatrix, so ist lim,_,ec (P-(-”) =7y
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Definition 1.4.1 i
Es sei P eine irreduzible Ubergangsmatrix. Dann heifit P

(i) R-transient, falls "> PZ-(JL)R" < oo ist fiir alle 4, 7 € Ny,
(ii) R-rekurrent, falls "> Pijn)R” = oo ist fiir alle ¢, j € Ny,

(i) R-positiv-rekurrent, falls lim,, .. R”Pi(f) = ¢;; > 0 ist fiir alle 4,5 € Ny,
wobei n die Residuenklasse R;; von i und j beziiglich der Periode d von P
durchlauft, und

v -null rekurrent, falls _o P = oo ist und lim,,_, S =0 gilt
iv) R-null rek falls Y0 ) PV R™ ist und 1 R'PIY =0 gil
fiir alle 7, 7 € Np.

In [39] wird gezeigt, dafl diese Eigenschaften Klasseneigenschaften sind, d.h. sie
gelten fiir alle 7, 7 € Ny, sobald sie fiir ein Paar g, jo gelten.

Satz 1.4.2
Es sei P eine irreduzible P,-homogene Ubergangsmatrix. Bezeichnet dann
Y 1= Supqy . [f4(x)] < 1 und R := 1/, so gilt:

(i) P ist R-transient genau dann, wenn 77;(@ € L(m).

(ii) P ist R-rekurrent genau dann, wenn 7_;(96) ¢ L'(m).

(iii) P ist R-positiv rekurrent genau dann, wenn (i~ *({v}) > 0.

Beweis: Es gentigt, (i) und (iii) fiir ¢ = 0 = j zu zeigen, da (i) die negierte Form
von (ii) ist.

Zu (ii):

Nach Voraussetzung ist |fi(x)| < v auf Trm; also konvergiert >~ (f(z))"s™ ab-
solut und gleichméfig auf Trr fiir 0 < s < R und es gilt

Plo)i= P =Y [tatwsyanta) = [ 0

1—j(x)s

Nun ist P R-rekurrent <:>liTr]r%1 P(s) =0

, dm(z)
slim [ —— =
stR | 1 — [(x)s
d
& lim —WA(‘%) = 0
% ey T— Al0)s
Da s i{ﬁ—a);s monoton wichst, folgt die Behauptung mit dem Satz von der

monotonen Konvergenz.
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Zu (iii):
Es ist
coo = lim PR = lim [ () /7)™ dn(x) = (@ (7)) + 7 (i (=7)-

n—oo

Damit erhdlt man
P ist R-positiv rekurrent < 7(2~' (7)) + 7(a~ (7)) > 0.

Ist nun P aperiodisch, so gilt auch
coo = lim Pg" VR = 7(3 () = w(i ! (=).

Folglich ist 7(4~(—7)) = 0 und P ist R-positiv rekurrent genau dann, wenn

(@t (7)) > 0.
Hat jedoch P die Periode 2, so ist P Y R 1 = 0 fiir alle n € N und damit
ist in diesem Fall 7(a~1(v)) = m(~(—~). Die Behauptung gilt also auch, falls

P die Periode 2 hat. O

Korollar 1.4.3
(i) Ist v < 1, so gibt es ein ¢ > 1 mit

(n) -n
P’ <c

fiir n grof3 genug, d.h. Pl-(jn) konvergiert exponentiell schnell gegen 0.

(ii) Ist A := Trm\{|ii| = v} abgeschlossen, so existieren ein 0 < ¢ < 1 und ein
M; ; > 0 so, daB

(ri+2n) pri+2n r;+2n
[Py TR — ] < Mot

Dabei ist r; so gewéhlt, daBl r; + 2n genau die Residuenklasse von i und j
beziiglich der Periode d von P durchlauft.

Bewezs:
(i) Ist v <1, so existiert ein 1 < ¢ < 1/y=Rund ) -, Pi(j")
(i) Es gilt
o= [ P@P@dr) + (-1rm [ P@Pe)dr(s),
A=

c" konvergiert.

p=—"
denn es ist
Cij _ nh_{go Pigi+2nRri+2n —
—n; [ P@PR@in)+ (-1'm [ R@P @)
fi=y fi=—v

+ lim 7 /A (@)Wna(x)zaj(:g)dw(x).

n—o0 ")/
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N ri+2n N ri+2n
Nun gilt auf A (@) ~ 0und ( Mf“) |P(2)P;(x)| < |P(2)Pi(2)] <
oo. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von der majorisierten Kon-

vergenz. Somit ist

N ri+2n
T4 n T n x
PRyl = |y [ (#) P.() P(2)dn(x)|

< Ci,j/A <|,;(f)|)”+2” dr(x),

wobei C; j := sup,c4 | Pi(z) Pj(x)|m;.

Dies beendet den Beweis mit p := sup,.4 (lﬂ(f)» < lund M, ; = C; ;jm(A).

O

Bemerkung:

Ein Beispiel fiir die Situation in Teil (ii) des obigen Korollars bildet die einfa-
che Irrfahrt bzgl. der Karlin-McGregor-Polynome 1.Art, falls a; 4+ as < 1 (siehe
Satz 4.2).

Korollar 1.4.4
P sei eine irreduzible und aperiodische P,-homogene Ubergangsmatrix. Dann
sind dquivalent:

(i) P ist (1-)positiv rekurrent.
(i) ({xo}) > 0.

Beweis: (i) = (i1):
Lemma 1.1.2 zeigt, daBl {m; }icn, ein positives subinvariantes Maf fiir P ist. [14],
Theorem 2.24 liefert

P ist positiv rekurrent = oo > Z T = Z i Pi(x0).
=0 i=0
Nun gilt aber bekanntlich »"° 7 P;(zo) < 0o < w({zo}) > 0.
(1) = (1):
Ist m({zo}) > 0, s0ist fi(xg) = 7 = 1 und die Behauptung folgt aus Satz 1.4.2(iii).
U

Unter einer zusitzlichen Voraussetzung an das zugrundeliegende Polynomsystem
{P.(2) }nen, verhalten sich alle P,-homogenen Ubergangsmatrizen wie die einfa-
che Irrfahrt. Um dies zu zeigen, benétigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.4.5

Es sei P eine beliebige irreduzible Ubergangsmatrix, die eine Bandmatrix ist, d.h.
es gibt ein kqy so, dafi P;; = 0, falls |i — j| > ko.

Dann ist P genau dann R-transient, wenn ein ng > 1 existiert derart, dafi () :=
Po) Rno_transient ist.
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Beweis: Es reicht zu zeigen, da ) .-, P()(g)Rk < 00, falls ein ng > 1 existiert
derart, daB P(™) R™_transient ist. Mit diesem ny ist

[e'e] oo ng—1 oo ng—1 oo
kno+1 n, kn 7 l
S r =38 e < 33 e
k=0 k=0 =0 k=0 (=0 5=0
0o mp—1 oo oo no—1 lko
k n l k n, l
S S =SS g
k=0 =0 3=0 k=0 =0 3=0
no—1 lko [e'e)
= PR QG R < oo
1=0 j=0 k=0

O

Satz 1.4.6
Es gelte sup,cn - |Pu(z)] = Po(5), wobei 6 den rechten Randpunkt von Trm
bezeichnet. Dann gilt:

(i) Es sind dquivalent:

(1) Jede irreduzible P,-homogene Markov-Kette, deren Verteilung p end-
lichen Trager besitzt, ist R-transient mit R= 1//1(0).

(2) Die einfache Irrfahrt ist R-transient mit R = 1/P;(9).
(3) (0 —=x)~" € Li(m)
(4) ot emmommm <

Induziert { P, (z) }nen, €ine polynomiale Hypergruppe, so ist die Vorausset-
zung erfiillt und (1) ist dquivalent zu

(1) Jeder irreduzible random walk mit Verteilung p ist R-transient
mit R=1/[(9).

(ii) Es sind dquivalent:

(1) Jede irreduzible P,-homogene Markov-Kette ist R-positiv rekurrent
mit R=1/[(9).

(2) Die einfache Irrfahrt ist R-positiv rekurrent mit R = 1/P;(0).
(3) =({0}) > 0.
(4) >onZo Pa(d)mn < 00

Insbesondere ist kein irreduzibler random walk auf einer polynomialen Hyper-
gruppe R-positiv rekurrent.
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Bewezs:

Zu (i):

(1) = (2) ist klar.

(2) < (3) folgt aus Satz 1.4.2(i), denn es ist Py(d) — Pi(z) = ao(d — z).

(3) < (4):

Da § der rechte Randpunkt von Trr ist, ist P,(0) > 0 fiir alle n € N. Definiere
Qn() = 75 Dann ist (8 —2)™" € L'(7) & (1 — Qu(x)) € L'(w), d.h. (3) gilt
genau dann, wenn die einfache Irrfahrt bzgl. {Q,,(z) }nen, 1-transient ist. Da aber
79 = 7, P?(§) und a® = ;:%}ll((?) gilt, folgt die Aquivalenz von (3) und (4) wie
in [21].

(3) = (1): Die Voraussetzung bedeutet gerade, daf§ P eine Bandmatrix ist.Da P
irreduzibel ist, existiert auflerdem ein ny mit PO(?O) > (. Mit obigem Lemma reicht
es, die Behauptung fiir die P,-homogene Markov-Kette Q := P zu zeigen. Sei
w die Verteilung von Q. Dann ist gy := p({1}) > 0 und damit folgt

y—ilx) = i(0) — ) = p({k})(Pe(8) = Pul)) + pao(d — ) > mag(d — ).
k#£1

Satz 1.4.2(i) liefert die Behauptung.

Erzeugt {P,(x)}nen, eine polynomiale Hypergruppe, so gilt |P,(x)| < P,(¢) fiir
alle x € Trn ([40], Corollary 2.8), und es bleibt (1) = (1) zu zeigen.

Sei X, ein irreduzibler random walk mit Verteilung p. Dann existiert ein ky € N
mit ¢ := pu([0, ko)) > 0. Definiere das W-Maf u! := %Zzg pu({k})dk. Dann ist
p=cu'+ (1 —c)p? und es gilt

fu(8) — i(x) = e(p'(0) — i (x)) + (1 = ) (4*(8) — i*(x)) > (' (9) — ji' (x)).

Damit folgt die Behauptung wieder aus Satz 1.4.2(i).
Zu (ii):

(1) = (2) und (3) < (4) sind klar.

(2) < (3) folgt aus Satz 1.4.2(iii), da

m(Pr(7)) =7({z € Trm : Pi(z) = P1(0)}) = n({3}).

(3) = (1) gilt, da 6 € g~ ({~}).
Die letzte Aussage folgt aus [34], Corollary zu Theorem 5. O

Bemerkung:
Erzeugt {P,(z)}nen, €ine polynomiale Hypergruppe, so verallgemeinert Teil (i)
des Korollars [16], Theorem 3.2.2 auf den Fall R > 1.
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Definition 1.4.7
X, sei eine beliebige irreduzible Markov-Kette und A C Ny. Dann heifit A tran-
sient, falls

P(X,, € A unendlich oft | Xo=14)=0

fiir alle @ € Ny und rekurrent, falls
P(X, € A unendlich oft | Xg=1) =1

fiir alle n € Np.

Fiir einelementige Mengen stimmt diese Definition mit der Definition der 1-
Transienz bzw. 1-Rekurrenz iiberein. Auflerdem folgt unmittelbar aus der De-
finition:

(i) Ist X, rekurrent, so ist jede nichtleere Menge rekurrent.

(ii) Ist X,, transient, so ist jede endliche Menge transient und jedes Komplement
einer endlichen Menge rekurrent.

Im allgemeinen koénnen jedoch Mengen existieren, die weder transient noch re-
kurrent sind.

Lemma 1.4.8
Es sei X,, die einfache Irrfahrt bzgl. eines beliebigen Polynomsystems. Dann ist
jede beschriankte harmonische Funktion konstant.

Beweis: Ist f eine beschrinkte harmonische Funktion, so geniigt sie dem Glei-
chungssystem

f(0) = f(1) und f(n) = anf(n+1) +bpf(n) + cpf(n —1) fiir n > 2.
Damit folgt induktiv die Behauptung, da a,, + b, + ¢, = 1 ist fiir alle n € N. [J

Satz 1.4.9
Es sei X,, die einfache Irrfahrt wie im vorigen Lemma. Dann gilt:

(i) Jede Teilmenge ist entweder transient oder rekurrent.
(ii) Ist X,, transient, so ist eine Menge A C Ny rekurrent genau dann, wenn sie
unendlich ist.
Bewezs:

(i) Dies folgt mit Lemma 1.4.8 aus [32], Proposition 3.8.
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(ii) Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar.
Da X,, — oo P-fast sicher und X,, sich nur in unmittelbaren Nachbarpunk-
ten von X,,_; befinden kann, gilt
(1.5) nh_)rglo P, <oo| Xo=1i)=1
fiir alle ¢ € Ny. Dabei bezeichnet 7, den ersten Zeitpunkt, zu dem sich die
Markov-Kette im Zustand n befindet.
Sei also jetzt A = {ag,a1,...} mit a; < a;1; — oo und T} bezeichne den
Zeitpunkt des k-ten Besuch von X, in der Menge A.
Dann gilt

fir alle i € Ny.
Dies ist fiir £ = 1 klar wegen (1.5) und

P(T1<OO|X0:i>>P(Taj<OO|X0:i>Il

fiir alle 4,5 € Ny. Fiir & > 1 folgt dies aus der starken Markov-Eigenschaft
und der Darstellung
Ty =Ty +Tio0r,_,
mit dem Markov-Shift X, o 0r,_, = Xp_, 4n.
Damit folgt die Behauptung aus
P(X,, € A unendlich oft | Xg=1) = P(Npen{T,, < 00} | Xo =1)
= lim P(7,, < oo | Xp =1)

n—o0

=1

fiir alle 7 € Nj.



Kapitel 2

Grofle Abweichungen

2.1 Grofle Abweichungen fiir Folgen nichtnega-
tiver Zufallsvariablen

Unter dem (abstrakten) Prinzip der grofien Abweichungen versteht man folgende
Aussage:

Definition 2.1.1

Sei { F}, }nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem polnischen Raum
E und {a, }nen eine divergente Folge positiver Zahlen. Dann erfiillt {F, },cn das
Prinzip der groffen Abweichungen mit den Konstanten {a,} und der Ratenfunk-
tion I : E — [0, o0], falls gilt:

(i) I ist halbstetig von unten und hat kompakte Niveau-Mengen, d.h. fiir jedes
m > 0ist {z : I(z) < m} kompakt.

(ii) Fiir jede abgeschlossene Menge A C FE gilt

lim sup 1 log F,(A) < — inf I(z).

n—oo Qn zcA
(iii) Fiir jede offene Teilmenge O C E gilt

1
liminf — log F,(O) > — inf I(x).

n—00 Oy z€0

Dabei bezeichnet hier und im folgenden log den natiirlichen Logarithmus.

Bemerkung:

Im Weiteren ist F), stets die Verteilung von X, /a, fiir eine Folge von Zufallsva-
riablen X,,. Hat F), diese spezielle Form, so heifit das Prinzip der groflen Abwei-
chungen fiir F}, in [12] Prinzip der groBen Abweichungen der ersten Stufe.

22
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In den folgenden Abschnitten werden ausschliellich Zufallsvariablen mit nichtne-
gativen Werten betrachtet. Fiir solche Zufallsvariablen beweisen wir in Satz 2.1.5
eine Variante eines Satzes von Ellis (Satz I1.6.1 in [12]), deren Voraussetzungen
genau dem Fall nichtnegativer Zufallsvariablen angepaft sind. Dabei spielen ei-
nige Figenschaften konvexer Funktionen eine entscheidende Rolle. Diese sind in
Anhang A.3 zusammengestellt.

Sei (X,,)nen eine beliebige Folge von Zufallsvariablen auf W-Raumen (2, A,, P,)
mit Werten in [0, co[. Weiter sei {a, }nen eine divergente Folge positiver Zahlen.
Definiere fiir n € Nund ¢t € R

en(t) = - Tog B, (exp(tX,)),

n

wobei E,, den Erwartungswert bzgl. P,, bezeichnet.
Es gelte
(a) cn(t) < oo fiir allet > 0 und n € N.

(b) Es gibt ein ¢y < 0, so daB gilt:
c(t) := limy, o ¢y (t) existiert fiir alle ¢ > o, ist endlich und ¢, (¢y) = 0.
Im folgenden sei immer das grofite solche to gewahlt.

Bemerkung:
Die Funktion c(t) ist konvex auf [t,, co[ (siehe das folgende Lemma). Daher exi-
stiert ¢, (o) € R.

Lemma 2.1.2
Unter den Voraussetzungen (a) und (b) gelten

(1) cn(t) ist endlich fiir alle t € R.

(ii) ¢, (t) ist konvex auf R.
c(t) ist konvex und halbstetig von unten auf [tq, 0o].

Bewezs:

(i) Firt > 0ist exp(tX,) > 1 P,-fast sicher und fiir ¢ < 0 ist exp(tX,,) < 1 P,-
fast sicher. Somit ist 0 < ¢,(t) < oo fur ¢t > 0 und ¢, (¢) < 0 fur ¢t < 0. Mit
der Jensenschen Ungleichung folgt weiter %En(Xn) < (1) < oo, Also
gilt nochmals mit der Jensenschen Ungleichung —oo < LK, (X,,) < ¢,(t)
fiir t < 0. '

(ii) Die Holder-Ungleichung liefert die Konvexitét von ¢, (). ¢(t) ist punktweiser
Limes konvexer Funktionen und daher ebenfalls konvex.
Es bleibt zu zeigen, daf§ liminf,, . c(z,) = c(ty) fiir alle Folgen {x,, }nen C
[to, oo[ mit x, — ty. Da c(t) konvex ist, folgt aber aus ¢, (t)) = 0, daB
c(t) = c(tp) fur alle t >ty (A.3.4) und damit die Behauptung,.

O
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Lemma 2.1.3
Die Funktion

ist stetig und konvex auf R.

Beweis: ¢(t) ist konvex auf [tg, oo und limy 4, c(t) = c(to) (Satz A.3.2). Also ist
¢(t) stetig auf R. AuBerdem ist ¢(¢f) monoton wachsend fiir ¢t > to (Satz A.3.4).
Damit folgt die Konvexitét von é(t). O

Fiir x € R bezeichne
I(x) := sup{tx — ¢(t)}

teR
die Legendre-Transformierte von ¢&(t).

Lemma 2.1.4
(i) I(x) ist konvex, von unten halbstetig und besitzt kompakte Niveau-Mengen.

(ii) Esgiltinf,cg I(z) = 0 und es ist I(x) = 0 genau dann, wenn z € [¢_(0), ¢, (0)].
(i)

I(z) +00 <0
T) = :
sup,s, {tx —c(t)} >0

Insbesondere ist domlI C [0, co.
(iv) Fiir x > ¢, (0) gilt
I(x) = sup{tx — c(t)} = inf I(y).

>0 y>z
Falls 0 < z < ¢_(0) existiert, so gilt dafiir

I(x) = sup {tx —c(t)} = inf I(y).

to<t<0 Osysz

Beweis:

Zu (i): Mit Satz A.3.6(i) ist nur zu zeigen, daf} alle Niveau-Mengen kompakt
sind. Betrachte dazu eine Niveau-Menge K, = {z : I(z) < b} mit b > 0. K, ist
abgeschlossen, weil I halbstetig von unten ist. Ist z € K}, so gilt fiir jedes t € R

tz <é(t)+1(z) <é(t)+b

(SatzA.3.6(ii)). Mit der Stetigkeit von ¢(t) existiert ein A > 0 mit supy, < ¢(t) <
A < o0.
Folglich ist

|z| = suptz <supé(t) +b< A+b,

ltl<1 Itl<1
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d.h. K ist beschrankt.
Zu (ii): Wegen (i) nimmt /(z) sein Infimum in mindestens einem Punkt z, an.
Nach der Definition des Subdifferentials (siehe A.3.3) ist dies dquivalent zu 0 €
01(zp). Dies wiederum ist dquivalent zu zy € 9¢(0) = [¢_(0),c, (0)] (Satz A.3.4
und Satz A.3.6(iv)). Fiir alle z € 9¢(0) ist aber I(x) = 0, da ¢(0) = ¢(0) =0
(Satz A.3.6).
Zu (iii): Fir o < 0 ist

I(x) = sup{tx — é(t)} = sup{tx} — é(ty) = +o0,

t<to t<to
denn ¢&(t) ist konstant fiir ¢t < to < 0. Fiir z > 0 und ¢ < ¢, gilt

und damit
I(x) = sup{tx — c(t)}

t>to

Zu (iv): Dies gilt trivialerweise, falls to = 0. Sei also tp < 0. Da ¢&(t) konvex ist,
gilt ¢_(0) > ¢&(t)/t fiir t < 0. Somit erhilt man, falls ty <t < 0 und = > ¢_(0)

tr —e(t) =t(z—c(t)/t) < t(z— (0) <0=0z— c(0).

Das Supremum in der Definition von /(z) wird also nicht fiir ¢ < 0 angenommen.
Sei jetzt 0 < « < ¢_(0) und ¢t > 0. Dann ist ¢/, (0) < ¢(t)/t und wie oben zeigt
man, dafl tz — ¢(t) < 0. Das Supremum wird also nicht fiir ¢ > 0 angenommen.

Wegen (i) und (ii) ist /(z) monoton wachsend fiir « > ¢/, (0) und monoton fallend
fir z < ¢_(0). Damit folgen die restlichen Behauptungen. O

Satz 2.1.5 (Ellis)
Bezeichne Q,, die Verteilung von X, /a,. Dann gilt unter den Voraussetzungen

(a) und (b):

(i) Fiir jede abgeschlossene Menge A C R ist

1
limsup — log @, (A) < — inf I(z).

n—oo Qnp zeA

(ii) Ist zusétzlich c(t) fiir t > to differenzierbar, so gilt fiir jede offene Menge
OCR

lim inf L log Q,(0O) > — inf I(x).

n—oo  Qp z€0

Insbesondere erfiillt dann die Folge {Q,, }nen das Prinzip der groBen Abwei-
chungen mit der konvexen Ratenfunktion I(x).

Dabei wird log 0 := —oo gesetzt.



26 2. Grole Abweichungen
Beweis:
(i) Betrachte zunéchst A, := [z, 00[ mit z > ¢/ (0). Dann ist fiir jedes ¢t > 0
und y € R

La(y) < 1)
und daher

Qn(A,) < e ™t / e dQ,(y) = e " B, (exptX,)
0

= exp(—ay(tz — c,(t))).
Da t > 0 beliebig war, folgt mit Lemma 2.1.4(iv)

lim sup — log Qn(Ay) < inf{—(tz — ()} = — sup{te — c(t)} = — inf I(y),
n—oo Qp t20 >0 yzz

also die Behauptung.

Ist ¢ (0) > 0, so zeigt ein analoger Beweis die Behauptung fiir A, :=

0, 2] mit x < ¢_(0).

Sei jetzt A C R abgeschlossen, aber sonst beliebig. Es geniigt offensichtlich,

die Behauptung fiir A C [0, 00| zu zeigen.

Ist AN [c_(0),c,(0)] # 0, so ist inf,ea [(x) = 0 (Lemma 2.1.4(ii)), und die

Abschétzung ist richtig.

Ist AN[c_(0),d,(0)] = 0, so existieren z; < ¢ (0) und zo > ¢/, (0) mit

A C [0,21] U [z2,00[. Aufgrund der Monotonieeigenschaften von I(x) gilt

dann

lim sup 1 log Q,(A) < —min{I(z1), I(z2)} = — inf I(x)

n—oo Qp zeA

Ist O N'dom/ = (), so ist nichts zu zeigen.
Ist O NdomI # (), so ist auch O N (dom/)° # () (da domI ein Intervall ist),
und mit Satz A.3.2 folgt

inf I(z) = inf I(z
z€0 (@) zeon(domr)e (@)

Es reicht also zu zeigen, da8 fiir jedes x € O N (dom[)°

lim infi log Q,(0) > —1I(x)

n—00  Q
ist.
Sei also x € O N (domI)°. Dann ist > 0 und es existiert ein ¢; € R mit
x = (t1) (Satz A.3.6(v)). Da & > 0 ist, ist t; > tp und somit z = /(t1).
Definiere jetzt Mafie Q' < @, mit den Dichten

00 —1
(/ eantlx dQn(w)) eantlx
0
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Dann erfiillt die Folge {Q"' },en die Voraussetzungen von [29], Theorem 1
und konvergiert folglich schwach gegen 9.
Zu z gibt es ein € > 0 mit B.(x) :=]z — ¢,x + ¢[C O und es gilt

@.(0) > Qu(B.(o) = explasen(t)) [ eV dQl (o)

Bc(z)

Also folgt

liminf,,_, i log Q,(0) = c(t1) — tiz — t1e + liminf,, i log Q1 (B.(z))
= —I(z) — tie + liminf, o = log Q4 (Bc(x)),

denn I(x) =tz — ¢(ty) (Satz A.3.6(iii)). Damit ist der Beweis beendet, da
Q! (Bc(x)) = 1 und € > 0 beliebig war.

O

Bemerkungen:

(i) Im Unterschied zum Satz von Ellis geniigt es bei nichtnegativen Zufalls-
variablen also, die Existenz und Differenzierbarkeit von ¢(t) fiir t > to zu
fordern.

(ii) Ist c(t) differenzierbar fiir t > to, so gilt das Prinzip der groen Abweichun-
gen, und mit [10], Theorem 2.2.21, folgt die Existenz von ¢(t) fiir alle ¢ € R.
In diesem Fall ist dann ¢(t) = ¢(t) fiir alle ¢t € R, denn ¢(t) ist auf | — oo, to]
konvex, wegen Satz A.3.4 monoton fallend und beschriankt. Also mufl ¢(t)
dort konstant sein.

2.2 Grofe Abweichungen fiir P,—homogene
Markov-Ketten

Satz 2.1.5 wird nun verwendet, um in Satz 2.2.4 unter bestimmten Voraussetzun-
gen an das Polynomsystem { P, () },en, das Prinzip der grofien Abweichungen fiir
P,—homogene Markov-Ketten herzuleiten. Dazu ist es entscheidend, die Exponen-
tialfunktion geeignet durch die ,multiplikativen Funktionen®P,(x) zu ersetzen.
Bedingungen, unter denen dies moglich ist, formulieren die folgenden Lemmata.

Lemma 2.2.1

Gegeben seien Folgen a,, > 0,b, > 0 und ¢,, > 0 mit a, + b, +¢, =1 (n € N),
fiir die « := lim,, o a,, €]0,1[, B :=lim, _ o0 by, und v := lim,_,, ¢, €]0, 1] exi-
stieren mit a > 7. {P,(z)}nen, bezeichne das geméfl A.1 definierte orthogonale
Polynomsystem. Ist o« > =y, so sei zusétzlich P,(1) > 0 fiir alle n € N vorausge-
setzt.
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Dann gibt es zu jedem t > —0, eine monoton fallende Folge o;(n) und eine
monoton wachsende Folge ;(n) positiver Zahlen mit

a;(n)e™ < P,(cosh(t + 6y)) < Bi(n)e™

und

1 1
lim —logay(n) =0 = lim —log B;(n).
n

n—oo M, n— oo
Beweis: Mit Lemma A.1.1 ist { P, (z)}nen, in der Nevai-Klasse M (0, 1) enthalten
und P,(cosh(t 4 6y)) > 0 fiir ¢ > 0. Im Folgenden bezeichnen p,(x) = /7, P,(x)
die orthonormalen Polynome.
Fiir alle z € C\] — 00, x| ist
Pn(2) 1

lim =
n—00 npn(z) 22 _1

([30], Lemma 4.1.15). Also ist fiir ¢ > 0

lim P/ (cosh(t + 6y)) sinh(t + 6,)

=1.
n—00 nP,(cosh(t + 6y))

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

ds =t

1 * P! (cosh(s + 6p)) sinh(s + )
2.1) lim —log P, h(t+6y)) = li L
(2.1) e T 0g P (cosh(t + b)) e 0 nP,(cosh(s + 6y))

fir ¢ > 0.
Setze jetzt fiir ¢t > 0
v¢(n) := P,(cosh(t + 0))e ™.

Dann ist v(n) > 0 und wegen (2.1) ist

1
(2.2) lim —log7y:(n) = 0.

n—oo 1

Damit gilt auch fiir oy (n) := minj <<, Ve (k)

o1
(2.3) nh_>nolo - log ay(n) =0
fiir t > 0, denn a4(n) ist nichtnegativ und féllt monoton. Also existiert
ay = lim, oo ay(n) = 0 und (2.3) ist klar, falls ay > 0.
Ist oy = 0, so existiert eine streng monoton fallende Teilfolge 7;(ng) mit ny — oo
und fiir ngy < n < ngyq ist

1 1
log Y (ni11) < —log ay(n) < — log ().
Nk+1 n N
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Also folgt (2.3) aus (2.2).
Setze weiter B;(n) := maxj<r<, (k). Dann gilt auch

(2.4) lim = log B¢(n) =0

n—oo M

fir jedes ¢t > 0, denn mit [30], Theorem 4.1.13 ist
im M — e—t lim Pn+1 (COSh<t + 00)) _ €_t lim Cn+1 Pn+1 (COSh(t —+ 90))
n—00 ’yt(n) n—00 Pn(COSh(t + 90)) n—00 Qy, pn(cosh(t + 00))

= e_t\/ietwo =1.
o

Ist also ¢ > 0, so gibt es ein § > 0 mit log(1 + d) < . Zu diesem § wiederum
existiert ein ng mit

— < %log%(n) und  p(n+1) < (1+0)v(n) < (14 9)" "By (no)

fiir alle n > ng. Damit ist fiir n > nyg

n—"ngo

1 1 1 1
—e < Elog (n) < ﬁlog Be(n) < log(1+5)+ﬁ log Bi(ng) < €+ﬁ log B;(nyg).

Damit ist die Behauptung des Lemmas fiir ¢ > 0 gezeigt. Da sie fiir ¢t = 0
offensichtlich richtig ist, bleibt noch der Fall —0y < t < 0 zu betrachten, falls
a > .

Definiere dazu nun orthogonale Polynome @, (z) durch

Py ()
2.5 (x) = 2
(25) @) = B
Die 3-Term-Rekursionskoeffizienten von Q,,(z) sind gegeben durch
~ Pn—i—l(]-) ~ Pn—l(l)
ap = Op—"er—, by = by——= und ¢, = ¢, —————.
Pa(1) P (1) P(1) Fa(1) Py (1)

Wie im Beweis von [42], 2.12 zeigt man, daB &, — &,b, — ( und &, — 7 mit
a=7.
Aus (2.5) folgt

Qn(cosh(t + 6p))
P, (cosh(t + 6p)) =

(cosh(t + 6y)) Q@ (cosh by)

und mit dem bereits bewiesenen ist dann

Qyy9,(n) ot

390 (n)

< P,(cosh(t + 6p)) < Me”t.

Ao, (n)

0

Die Aussage von Lemma 2.2.1 kann verschérft werden, falls das orthogonale Po-
lynomsystem zusétzlich die Eigenschaft (T) besitzt. Beachte, dal dies unter den
Voraussetzungen von Lemma 2.2.1 insbesondere fiir jede polynomiale Hyper-
gruppe gilt ([28], Corollary 2).
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Lemma 2.2.2
Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.2.1 besitze das Polynomsystem
{P,(z)}nen, die Eigenschaft (T). Dann gilt:

(i) Fiirt > 0 ist
Y™ < P,(cosh(t + 6p)) < e™.

Dabei ist 0 < 7,, < 1/2 monoton fallend und lim,, % log v, = 0.
Gilt zusétzlich m, < M < oo fiir alle n € N, so existiert eine Konstante
0<p<1/2 mit

pe™ < P,(cosht) < ™.

(i) Ist o >y, so ist fiir —0y <t <0
e < Py(cosh(t + 6y)) < d,e™.

Dabei ist §,, > 2 monoton wachsend mit lim,,¢cy % log d,, = 0.

Beweis: Besitzt { P, (z)}nen, die Eigenschaft (T), so ist

Z h(n, k) cosh kfy = 1,
k=0

da P,(coshfy) =1 ist fir alle n.
(i) Fir ¢ > 0und k € Ny ist

1/2eFt+90) < cosh k(t + 6y) < cosh ket

Damit folgt

P,(cosh(t+6p)) = > h(n,k)coshk(t +6y) <Y h(n, k) coshkfye™ < ™
k=0 k=0

und

n

Py (cosh(t +6)) = 1/23 " h(n, k)" > 1/2h(n, n) (\/a/y)” e,

k=0

Bezeichnet o,, den Leitkoeffizient von P, (z), so ist

und



2.2.  GroSSe Abweichungen fiir P,~homogene Markov-Ketten

(i)

Ist diese Folge nicht monoton fallend, so setze

an

Hk 1pk

Tn =

mit pg 1= Sup,,>, an.
Dann hat +, die gewiinschten Eigenschaften, da p;, — «.
Ist nun 7, < M < oo fiir alle n € N; so ist « = 7 und 6y = 0. Denn sonst
gibe es zu € > 0 ein ng € N mit
2 s
cn Y

und damit ware
)n—no

Tn 2 Tpe(a/y — €

fiir n > ng im Widerspruch zur Beschrianktheit der Folge {7, }nen-
Bezeichnen p,,(x) die zugehorigen orthonormalen Polynome, so gilt fiir ¢ > 0

(COSht)_\/_ (cosht) < Vil

e

Also geniigt das Orthogonalisierungsmafl von P, (z) der Szegé-Bedingung
auf [—1,1] (vgl. [29], S. 247). Es bezeichne \,, den Leitkoeffizient von p,, ().

Dann gilt
o A A
(n’n) on—1 2n—1\/ﬁ 2n71m
Da \,/2" gegen eine positiven Wert konvergiert ([29], Theorem 3.5), ist
h(n,n) durch eine positive Konstante nach unten beschrénkt.

Fiir —0y <t < 0und k € Ny gilt cosh k(t + 0y) > cosh kfpek® und damit
P,(cosh(t + 6y)) > e™. Definiere nun wieder orthogonale Polynome Q,,(z)
durch

Dabei stellt die Eigenschaft (T) sicher, da8 P,(1) = Y_;_, h(n, k) > 0. Wie
in Lemma 2.2.1 ist mit Teil (i)

Qn(cosh(t + 6y)) <A —nbo gn(t+bo) < x—lont,

P, (cosh(t + 6y)) = Onlcoshfy) S e <A, e

Mit 4, := 7, ! folgt die Behauptung.

31
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Bemerkung:

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, in Teil (i) ~, durch eine strikt positive
Konstante zu ersetzen. Ein Gegenbeispiel sind die Tschebyscheff-Polynome der
zweiten Art. Diese haben die explizite Darstellung

' 1)t
P (cost) = PO cogt) = SNEDE
(n+1)sint
also ist .
inh 1)t 1 — 20
P,(cosht) = w ot e |
(n+1)sinht )1 —e2)
Lemma 2.2.3
Falls

(i) ein k > 1 und Ay, ..., A1, By, ..., Br_1,Co,...,Ck_1 existieren mit
Apgri — Aiy buprs — By und ¢y — C; mit n — oo und

(i) das zugehérige Polynomsystem mit ag := 2(Ag ... Ap_1)"F und by = 1 — a
(vgl. A.1) die Eigenschaft (T) besitzt,

so gilt fiirt > 0
€™ < Py(cosht) < e™.

Dabei ist 0 < 7, < 1/2 monoton fallend und lim,, % log v, = 0.

Beweis:
Analog zum Beweis von Lemma 2.2.2 reicht es zu zeigen, dafl

1/n S Hoga, — 1/k 3 L log A,

Setze dazu
1 nk+I1—1
0 .— 1 - 1=0,....k—1.
my) =g ; 0g a; .

Zu ¢ > 0 existiert ein Ny mit |loganr — log A4)| < e fiir alle n > Ny und
1=0,....k—1.
Damit gilt fiir n > N

k-1
}mg) —1/k Z log Az“ = nk1+l| Zévzof_l log a; + Z;‘L:_]ifo Zf;ol(log Ajkti — log A;)
i=0

+ 3 (log ankss —log Ay) + (1 —1/k — No) 3oL, log A;.
—(1/k — No) 3247 log A

1 Nok
< anC Tt (1— nk:0+z)5

Also existiert zu jedem € > 0 ein IV so, daf fir allen > Ny und [ =0,...,k—1

k1
im® — 1/kZlogA,-| < e.
=0
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Satz 2.2.4

Es sei { P,(x) }nen, €in Polynomsystem, das den Voraussetzungen von Lemma 2.2.1
oder 2.2.3 geniigt. (X, )nen sei eine P,-homogene Markov-Kette, deren Verteilung
p € M*(Ny) einen endlichen Tréiger besitzt und Xy = 0.

Dann erfiillen die Verteilungen { F,,},en von X,,/n das Prinzip der grofen Abwei-
chungen mit den Konstanten {n},cn und der konvexen Ratenfunktion

I(z) = +00 x &[0, k|
sup,_g, {tx — log fi(cosh(t + 6y))} =z € [0, ]

Dabei ist k der rechte Randpunkt von Tr p.
I(x) besitzt genau ein Minimum in x = E,(X).

Beweis: Wir haben nur die Voraussetzungen von Satz 2.1.5 mit ty = —6, nach-
zupriifen. Da der Fall £ = 0 trivial ist, sei also & > 0.

Die Verteilung von X, ist (™ und Bedingung (a) ist erfiillt, da mit x auch ;™
einen endlichen Tréager besitzt.

Die zweite Bedingung zeigt man in der Situation von Lemma 2.2.1 so:

Firn € Nund 0 < j < nk ist

(2.6) oy (nk)e’ < Pj(cosh(t + 6y)) < Bi(nk)e’*
Damit folgt
(2.7)
cn(t) +1/nlog By(nk) = 1/n IOgZ@(n/’f)eﬁu(")({j})
> 1/nlog Z P;(cosh(t + 60)) ™ ({5})

= log Z Pj(cosh(t + 0))pu({j}) = log fi(cosh(t + 6y))

=0
> cp(t) + 1/nlog ay(nk)

(vgl. die Bemerkung nach Lemma 1.2.1), d.h.
—1/nlog Bi(nk) < c,(t) — log fi(cosh(t + 6y)) < —1/nlog oy (nk).

Dies bedeutet
lim ¢, (t) = log fi(cosh(t + 6y))

n—oo
fur ¢ 2 —00.
Also bleibt zu zeigen, dal ¢/, (—6y) = 0. Dies folgt aber aus

0
EPn(cosh(t +00))|i=—a, = P, (cosh(t + 6y)) sinh(t + 6g)|=—a, = 0.
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Mit der Definition von F.(X;), Lemma 2.1.4 und Satz 2.1.5 folgt die Behauptung.
Die folgende Uberlegung zeigt, dafi dom/ C [0, k|:

Es ist
Z?:l t; P} (cosh(t+0o)) sinh(t+00)

Cl(t> e Z?:O ,LL]'Pj (Cosh(t—i—@o)) t
0 t < —b.

WV
>

Der Zéhler ist (bis auf den Faktor sinh(¢ + 6y)) ein Polynom vom Grad k — 1
in cosh(t + 6p) und der Nenner eines vom Grad k. Daher ist lim; ,, (t) = k
Da ¢(t) konvex ist, wéchst ¢/(t) monoton und es folgt {¢/(t) : t € R} C [0, k]
Satz A.3.6(v) liefert das Gewiinschte.

Erfilllt das zugrunde liegende Polynomsystem die Bedingung aus Lemma 2.2.3,
so ist Gleichung (2.6) zu ersetzen durch

Vi€t < P;j(cosht) < elt
firt >0, n € Nund 0 < 7 < nk. Wie oben folgt
0 < ¢,(t) —log fi(cosht) < —1/nlog Yk

und
lim ¢,(t) = log ji(cosht)

n—0o0

fiir ¢ > 0. Damit ist alles gezeigt,da auch in diesem Fall

0
apn(cosh(t +60))|t=—0, =0

ist. 0
Bemerkungen:

(i) Fiir Tschebyscheff-Polynome zweiter Art wurde dieses Resultat mit einer
anderen Beweismethode in [7] hergeleitet.

(ii) Betrachtet man f(t) := fi(cos(t + i6y)) als das Analogon der gewohnli-
chen charakteristischen Funktion der Verteilung p, so ist ¢(t) = f(it) und
I(z) = sup,cp{tr — f(it)}. Dies zeigt, daBB das obige Resultat den Satz
von Cramér fiir Summen unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen
([10], Theorem 1.2.6) verallgemeinert.

(iii) dom[I C [0, k| spiegelt die Tatsache wieder, dafl in der Situation des Satzes
P(X,/n €0, k]) =1 gilt.

(iv) Man kann diesen Satz interpretieren als Aussage iiber die Konvergenz-
geschwindigkeit im schwachen Gesetz der grofien Zahlen ([12], Theorem
11.6.3):

X,,/n konvergiert in Wahrscheinlichkeit exponentiell schnell.
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(v) Die Aussage des Satzes bleibt richtig, wenn man die Voraussetzung X, = 0
ersetzt durch: Die Anfangsverteilung v von X, hat einen endlichen Tréger.
Denn ist etwa Trv C [0,1], so hat man nur in (2.6) und (2.7) nk durch
nk + | zu ersetzen.

Fiir die einfache Irrfahrt kann man die Ratenfunktion explizit angeben.
Korollar 2.2.5

Gegeben seien Folgen reeller Zahlen a,,b,,c, wie in A.1. X,, sei die einfache
Irrfahrt, d.h. die Markov-Kette X,, mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

a, j=1+1
b, j=1
PXo1 =74l Xp=14)=<%¢, j=1i—-1
1=0,7=1
0 |j—il>1,

und F,, sei die Verteilung von X, /n.

(i) Geniigen die Folgen ay,, by, ¢, den Voraussetzungen von Lemma 2.2.1, so
gilt fiir { F}, }nen das Prinzip der grofen Abweichungen mit den Konstanten
{n}nen und der Ratenfunktion

(

oo x &0, 1]
10g Wﬁ z=0
2
(ﬂx + day + (82 — 4047)$2)
2a <4ory(1 —x) + B(Bz + /4oy + (52 — 4a7)$2)> O<z<l1
(1 = 2)(Bz + /4oy + (5% — 4ay)a?)

4ay(1 — x) + B(Bz + /4oy + (B2 — 4ay)2?)
 log £ r=1.

x log

+(1 — ) log

(ii) Geniigen die Folgen a,,, by, ¢, jedoch den Voraussetzungen von Lemma 2.2.3,
so gilt das Prinzip der grofen Abweichungen mit den Konstanten {n},en



36

2. Grole Abweichungen

und der Ratenfunktion

(

0 T
<b01’ + \/CLO bZ — @0)372)
x log
I(z) = ao <a2(1 — x) 4 bo(box + \/ag + b2a2)x2)) 0<z<l
+(1 — z)log (1 = 2)(box + v/ag + (b§ — ag)z?)
ag(1 —x) + bo(box + +/ag + (b5 — ag)z?)
klogaQ_O z=1.

(ag, by wie in Lemma 2.2.3).

Beweis: Wir haben nur die Gestalt der Ratenfunktion fiir 0 < z < 1 nachzurech-

nemn.

(i)

(i)

Es ist

sinh(t+6p)
C/(t) — cosh(t+90)-?-c/2 t= _00
0 t < —b,

mit c:

T\“

Fir 0 <z < 1 hat die Gleichung ¢(t) = = die eindeutige Losung

(] — 22 2,2
) = tog Y+ VAT = 7 0%)
2y/a(l — 1)
Satz A.3.6 liefert I(z) = xt(x) — log(2,/ay cosh(t(x) 4+ bp) + 5) und Einset-
zen ergibt die Gestalt von I(x) fiir 0 < z < 1.

Die Werte von 7(0) und /(1) erhélt man aus den Formeln 7(0) = lim, o /()
und I(1) = lim,y I(z) (Satz A.3.2).

In diesem Fall ist

sinh(¢)
C,<t) — ) cosh(t)+c t= _80
0 t< —6,
mit ¢ = Z_?) Daraus erhélt man nach dhnlicher Rechnung die Gestalt von
I(z).
O

Ist (Np, %) eine polynomiale Hypergruppen mit beschranktem Haarmafl und kon-
vergenten Rekursionskoeffizienten, so 148t sich die Aussage von Satz 2.2.4 auf
random walks erweitern, deren Verteilungen unbeschrénkten Tréger besitzen.
Fiir beliebige polynomiale Hypergruppen vergleiche auch Satz 2.3.8.
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Die Momentenerzeugungsfunktion eines W-MaBes p auf R ist definiert als

lt) = [ duta)

Lemma 2.2.6

Sei (Ny, *) eine polynomiale Hypergruppe, die den Voraussetzungen von Lem-
ma 2.2.2 bzw. 2.2.3 geniigt. Ist u ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Ny mit

fu(to) < oo fiir ein ty > 6y, so ist die Funktion

(t) . [—00, to — ‘90] — ]0, OO[
O\t — fi(cosh(t + ) = 372 u({k}) Pr(cosh(t + 65))

unendlich oft differenzierbar und

Blna(X)) = (57 ) pleoshit-+8imo = (51) Mu(0)lcs

fiir alle n € N.

Beweis: Es ist f,(t) < oo fiir alle ¢ < t.
Mit Lemma 2.2.2 bzw. 2.2.3 ist fiir ¢ € [0, to]

M) € 3 (et < oo
k=0
und daher endlich.
Fiir t € [—6y, 0] ist cosh(t+6y) € [1, 0] C Dg. Also ist M,,(t) auch fiir t € [—6p, 0]
endlich.
Mit der Eigenschaft (T) und den Bezeichnungen aus A.2 ist fir ¢t > —6,

k
Pr oo (k) = Z h(k, 1) 1" 1/2 (e H00) 4 (—1)neHtH00))
1=0
Also ist mit dem Mittelwertsatz
L/t(on,iro,(k) — mn(k)) =

k
= h(k,1)1"1/2 (1/15 (el(t—i-GO) _ 6100) +(=1)"1/t (e—l(t—H%) _ e—leo))
1=0

> |l

k
< h(k, DML/t (00 — ) <N (k1) 1M e < B e
1=0 1=0
mit einem & € (0, t + 6p). Da die Momentenerzeugungsfunktion f,(¢) auf (0,t)
endlich ist, ist sie dort analytisch mit

@) ) = [ et



38 2. Grole Abweichungen

fir t € (0, tp)([12], Lemma VIL.5.3). Dies bedeutet, daB8 die Funktion f(k) :=
k™ ekt fiir jedes t € (0, to) und n > 1 p-integrierbar ist und die Behauptung folgt
mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz. 0

Bemerkung:

Das Lemma zeigt, da8 fir polynomiale Hypergruppen M, (t) das natiirliche Ana-
logon der Momentenerzeugungsfunktion ist.

Damit ist das folgende Korollar ein exaktes Gegenstiick zum Satz von Cramér.

Korollar 2.2.7

Es sei (N, %) eine polynomiale Hypergruppe mit beschrinktem Haarmafl und
konvergenten Rekursionskoeffizienten. Es sei X,, ein random walk, dessen Vertei-
lung p M, (t) < oo fiir allet > 0 erfiillt, und Xy = 0. Bezeichnet F,, die Verteilung
von X, /n, so erfiillt die Folge { F}, },,en das Prinzip der grofien Abweichungen mit
den Konstanten {n},cn und der konvexen Ratenfunktion

7 +00 falls x < 0
xTr) =
sup,ofte —log M, (t)}  falls x > 0.

Das eindeutige Minimum von I(z) ist x = 0.

Beweis: Mit Lemma 2.2.2 existiert ein 0 < p < 1/2 mit
pe™ < P,(cosht) < e™

fiir alle n € N und ¢ > 0. Wie im Beweis von Satz 2.2.4 folgt daraus

0 firt <0
o(t) = )
log M, (t) firt>0

und f,(t) < 1/pfi(cosht). Mit Lemma 2.2.6 folgt die Behauptung aus Satz 2.1.5.
U

2.3 Grofe Abweichungen auf Sturm-Liouville-
Hypergruppen

Gegeben sei eine Funktion A auf R, mit den folgenden Eigenschaften:

(Ag) Ae C(R;), A(z) > 0 fiir z > 0, und die Einschrankung von A auf |0, oo]
ist stetig differenzierbar.

(A1) Es gilt entweder
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(A1a) A(0) =0 und in einer Umgebung von 0 ist

@ _ 2, @
Az) x+ (@)

mit op > 0 und einer ungeraden Funktion o; € C*°(R) oder
(Ap) A(0) >0und A € CHR,).

(As) Es existiert eine Funktion 8 € C*(R.) mit 4(0) > 0 so, daB 2% — 3(z) > 0

A(z)
ist und die Funktionen ‘j‘((f)) — B(z) und ¢ := %,@’ — iﬂQ + ':((:f))ﬁ monoton

fallend auf ]0, oo sind.

Definition 2.3.1

Eine Hypergruppe (R, *) heifit Sturm-Liouville Hypergruppe (zur Funktion A),
falls eine Funktion A auf R, existiert, die (Ay) erfiillt, so, daf fiir jede reellwertige
Funktion f auf R, , die Einschrankung einer geraden C'*°-Funktion auf R ist, gilt:

Die Funktion us(z,y) := f(z *y) ist zweimal differenzierbar und Lésung der
partiellen Differentialgleichung
A'(z) A'(y)
Uy + mum = Uyy + Wuy

zur Anfangsbedingung

uy(x,0) = 0 fiir x €]0, ool

Alle bekannten Beispiele von Hypergruppen auf R, sind Sturm-Liouville-Hypergruppen.
In [48],Theorem 3.11 wird gezeigt, daf zu jeder Funktion A, fiir die (Agp)—(Asz)

gilt, eine Sturm-Liouville-Hypergruppe existiert. Die multiplikativen Funktionen

einer solchen Sturm-Liouville Hypergruppe sind genau die Losungen ¢, der Dif-
ferentialgleichung

1" A/(ZE) / o
"+ A ! (N +p)f=0
f(0)=1und f(0)=0 (AeC).
Dabei ist
= lim A(z)
p= T—00 2A(x).
Beispiel:

Wihle @ > —1/2 und A,(z) = z?**!. Die Sturm-Liouville-Hypergruppe zur
Funktion A, (z) heifit Bessel-Hypergruppe zum Parameter «. Fiir sie ist p = 0 und
die multiplikativen Funktionen sind gegeben durch ¢y (z) = Ay (Az), wobei A, ()
die durch A,(0) = 1 normierte Besselfunktion der ersten Art zum Parameter o
ist.
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Definition 2.3.2
Es sei (Ry,*) eine Sturm-Liouville-Hypergruppe. Fiir u € M'(R,) heit jede
Markov-Kette (X,,)nen mit Zustandraum Ry und Ubergangsfunktion

P(z;A) =0, % p(A) (v eR;AeBRy))

random walk mit der Verteilung p.

Um ein Prinzip der groflen Abweichungen fiir solche Markov-Ketten beweisen zu
kénnen, benotigen wir wie im vorigen Abschnitt das asymptotische Verhalten der
multiplikativen Funktionen.

Lemma 2.3.3
Es sei (R, x) eine Sturm-Liouville Hypergruppe wie oben. Dann gilt fiir die
multiplikativen Funktionen:

(i) Fiir jedes A\ > 0 existiert eine stetige, monoton fallende Funktion v, (x)
mit 0 < yogp)(2) < 1 fiir alle x > 0 und lim, % 1og Y(x4p) (no) = 0 fiir
jedes xoy > 0, so daB gilt

Yoo (@)X < Pipap (2) < €
Ist dariiber hinaus A € C?*(]0, oo[) beschrénkt und % von beschréink-
ter Variation auf [b, 00| fiir ein b > 0, so kann ~,(z) durch eine positive

Konstante 7, ersetzt werden.
(i) Ist p > 0, so gilt fiir —p < A <0

Az

& < i (@) < 3y(a)e

mit einer stetigen, monoton wachsenden Funktion §,(x) > 1, die ebenfalls
limy, o0 = log 8, (nxg) = 0 fiir alle zo > 0 erfiillt.

Beweis: Die multiplikativen Funktionen einer Sturm-Liouville Hypergruppe be-
sitzen die Laplace-Darstellung

(2.8) oa(z) = / e PN gy (1) (AeC,z eRy)
mit v, € M'[—z,z] (vel. [46], Theorem 1.2).
Somit ist
Pivep) () < fir A >0
und

Ax

Cirrp) () > € fir —p<A<O.
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Sei zunéchst p = 0.

Setze va(x) = @in(x)e ™ fiir A > 0. Mit obigem und [48], Proposition 4.2 ist
0 < v (ZL’) < L

() ist Losung der Differentialgleichung

i) = mlo) (225 - 2).

pir(z)

Dabei erfiillt ¢ (x) := Z;igg die Differentialgleichung

A'(x)
A(z)

Vit i+ s =X
und die Anfangsbedingung ,(0) = 0.
Wir zeigen nun, dafl ¥, (x) < A auf R, ist und daher «,(z) monoton fallend auf
R, ist.
Sei e > 0.
Es gilt lim, o ¥a(x) = A ([46], Lemma 1.1). Also ist die Menge
A = {z € Ry | ¥n(z) = A + ¢} kompakt, da sie abgeschlossen und beschriankt
ist. Angenommen, es wire A. # ). Dann ist x. := min,>o{¢a(x) = A + £} strikt
positiv und

A'(.)

Aze)

denn es ist % > 0 fiir alle z > 0 ([48], Corollary 2.12).

Damit ist ¥, streng monoton fallend in einer Umgebung von z., im Widerspruch
zur Wahl von z..

Da e > 0 beliebig war, folgt 1,(z) < A auf R,.

Es bleibt zu zeigen, daB lim, o = logya(nzg) = 0 fiir jedes zy > 0. Nun ist
Llogya(nwo) = = log pin(nxo) — Azo.
Sei wieder € > 0 gegeben.

Mit [46], Lemma 1.1 existiert ein z. > 0 mit

Ui(@e) =X = (A +e)” - (A+e) <0,

/
iigﬂ? — )| < e fiir # > x.. Weiter

gibt es ein N(g,x9) mit nzg > x. fiir n > N(g, x9). Damit ist fiir n > N(g, x0)

1 1 1 [0l (t
— log SOi)\(non) = —log SOiA(xa) + _/ %A( )dt
" " N Je.  Pixt)

< (A+e)xo + % (log pir(z:) — (A +e)ze) .

Damit folgt lim,,_,~ % log ya(nzo) < exp und analog lim,, . % log ya(nzo) = —exg
also die Behauptung.

Ist A € C?(]0, oo[) beschrénkt und ;;;—(? von beschréinkter Variation auf [b, oo]
fiir ein b > 0, so zeigt das nachfolgende Lemma, daf§ ein z( existiert mit

=17 >0

C
x) =
%() Wi
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fiir alle x > x, wobei A(z) < M. Da 7,(z) monoton fallt, ist v,(x) > v, fir alle
z > 0.

Sei nun p > 0.

Dann ist ¢ ein positiver Charakter. Die mittels ¢y modifizierte Hypergruppe
(siehe [40]) ist eine Sturm-Liouville Hypergruppe zur Funktion A := ©? - A mit

A /
5= lim (@) _ oy P@)

+p=0

(vgl. [46], Lemma 1.1). Thre multiplikativen Funktionen sind gegeben durch

am) =20 (g

d.h.

oa(z) (A e C).

a Pip(T)
Mit dem bereits bewiesenen erhalt man fir A > 0:

i (z) = DD 5 5 gy
8 @ip(x) g

und fir —p < A < O:

O

Lemma 2.3.4

Gegeben sei eine beschriinkte Funktion A € C?(]0, ool), die (Ay), (A1), (Asg) erfiillt.

Weiter existiere ein b > 0 so, daf§ /X((;)) auf [b, co| von beschrédnkter Variation ist.

Dann haben die Losungen fy(z) der Differentialgleichung

A'(x)
A(z)

"+ ff+Xf=0 XeR

fiir A > 0 das folgende asymptotische Verhalten

lim f(z)/A(z)e ™ =

T—00

Sie

mit einem ¢ > 0.

Beweis: Die Funktion gy (x) := \/A(z) fr(x) ist Losung der Differentialgleichung

o= (o0 (55 + () ) oo
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i ! ! 2
Aufgrund der Voraussetzungen ist h(x) := (?4((;6))> + (?4((;))> integrierbar auf

|b, oo[. Mit [31], Theorem 6.3.1 existiert ein Fundamentalsystem w;(z), ws(x)
obiger Differentialgleichung mit

Vaw (z)e =1 Vaws(z)e ™ =1 fiir x — oo.
Damit folgt die Behauptung. ([l

Bemerkung:

Fiir nicht beschrénkte Funktionen A(x) gilt im allgemeinen vy;,(z) — 0 mit
x — 00. Betrachte beispielsweise die Bessel-Hypergruppen mit o« > —1/2. Fiir
sie ist

win(r) = A (iAx) = 2°(iAz) T + 1) Jo(iAx) = 2% () T (a + 1)1, (A\x)

mit der modifizierten Bessel-Funktion 1.Art I,(x). Die asymptotische Entwick-
lung von I,(x) (siehe [13],7.13.1(5)) zeigt, daBl @;\(z) fiir * — oo das folgende
asymptotische Verhalten besitzt:

20{

()\ZE)_Q—H/Q(?M:.

Lemma 2.3.5

Es sei (R, *) eine Sturm-Liouville-Hypergruppe wie oben und p ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf R, fiir das f,,(to) == [~ e"*“du(x) < oo fiir ein ty > p gilt. Dann
ist die Funktion M, (\) := f(i(A+p)) auf (—p, to— p) strikt positiv und unendlich
oft differenzierbar. Dariiber hinaus ist fiir alle n € N

Bl () = (57) 66+ o = (35 Malolco

Beweis: Aus der Laplace-Darstellung (2.8) folgt

x

Gn,irip) () — mp(x) = / t" (e” — 1) dv,(t).

—X

Damit zeigt man die Behauptung wie in Lemma 2.2.6. U

Satz 2.3.6

Sei (R4, %) eine Sturm-Liouville-Hypergruppe wie oben und sei j ein Wahrschein-
lichkeitsmaf mit kompaktem Tréger.

Bezeichnet dann S,, einen random walk mit Verteilung u, so erfiillt die Folge
{F,}nen der Verteilungen von S, /n das Prinzip der grofien Abweichungen mit
Konstanten {n},cn und der Ratenfunktion

[($):{+oo r g [0,k
supes_,{tz — log it + )} € [0,K]
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Dabei ist k der rechten Randpunkt von Tr i und das einzige Minimum von I (x)
st x = E*<X1)

Beweis: Der Beweis verlauft genau wie der Beweis fiir Satz 2.2.4. Man verwendet
nur Lemma 2.3.3 statt Lemma 2.2.1.

domI C [0, k] zeigt man hier so:

Fiir t > 0 ist ¢(t) <log f,.(¢t) < kt (Lemma 2.3.3). Damit ist

I(z) > sup{tx — kt} = +o0
t=>0

fiir x > k. OJ
Das folgende Korollar ist das Gegenstiick zu Korollar 2.2.7.

Korollar 2.3.7
Es sei A € C?(]0,00[) eine beschrinkte Funktion, die (Ag)—(As) erfiillt und fiir

‘i((;)) auf [b, oo[ von beschréankter Variation ist.
Sei (R, *) die zugehorige Sturm-Liouville-Hypergruppe und p ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf Ry mit ji(it) < oo fiir alle t > 0. Bezeichnet dann S, einen
random walk mit Verteilung p, so erfiillt die Folge { F},}en der Verteilungen von

Sn/n das Prinzip der groBen Abweichungen mit den Konstanten {n},en und der

Ratenfunktion
0
() = {—l—oo xr < .

sup;softe —loga(it)} >0

die ein b > 0 existiert so, dafl

Es gilt I(x) = 0 genau dann, wenn x = 0.
Beweis: Dies folgt wie in Korollar 2.2.7 aus Lemma 2.3.3 und Lemma 2.3.5.
Beachte dabei, daf p = 0 ist, falls A(z) beschrinkt ist ([48],(3.13)). O

Die Abschéitzung nach oben fiir abgeschlossene Mengen im Prinzip der grofien
Abweichungen kann man allgemeiner beweisen.

Dazu sei (K,x*) eine nichtkompakte schwache Hypergruppe mit K C R, die
normalisiert ist, d.h. fiir alle x,y € K gilt

(2.9) Tro, * 6, C [|z —y|, 2+ y].

Diese Bedingung ist fiir jede polynomiale Hypergruppe erfiillt und stellt fiir
Hypergruppen auf R, keine echte Einschriankung dar ([47],3.9).

Weiter nennen wir jede Markov-Kette X,, mit Zustandsraum K und der Uber-
gangsfunktion

P(x;A) =6, xu(A) (v € K,Ae B(K),u € M'(K))

random walk mit Verteilung p.
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Satz 2.3.8
Essei (K, *) eine nichtkompakte normalisierte schwache Hypergruppe (K C R, ),
und p ein W-Maf mit f,(t) := [;° e"du(z) < oo fiir alle t > 0.

Es bezeichne X, ein random Walk mit Verteilung p und ¢, (t) = +log E(exp(tX,)).
Dann gilt

(1) ¢,(t) ist endlich fiir alle t € R. ¢(t) := lim,,_,o ¢, (t) existiert fiir allet € R
und ist endlich.

(ii) Fiir jede abgeschlossene Menge A C K gilt

1
limsup — log P(X,,/n € A) < —inf I(x)

n—oo  Qn zeA

I(z) +oo <0
xTr) =
sup,ep{te —c(t)} = >0.

Beweis: Fir m,n € N ist

(2.10) /Oooetx At () = /Oo/mexp(t(x £ y)) dpt™ (2)du™ (y),

wobel exp(t(x * y)) := [€*d(d; * 0,)(2).

Da K normalisiert 1st ist fiir x,y € K (siehe Gleichung (2.9))
(2.11) exp(t(z*y)) <exp(t(z+y)) =0,
(2.12) exp(t(z xy)) = exp(t(z +y)) <0

Mit (2.10)-(2.12) und der Jensenschen Ungleichung folgt fiir t < 0

02 cu(t) = 1/nlog(fu(t))" = log fu(t) = t/ zdp(z) > —o0
0
und genauso fiir t > 0

0 < calt) < log fu(t) < +o0.

Also ist ¢, (t) endlich fiir alle ¢ € R.

Weiter zeigt (2.10)-(2.12), da8 die Folge f(n) = log f,m (t) subadditiv ist fiir
festes t > 0 und ebenso fiir festes ¢ < 0 die Folge g(n) = —log f,m (t). Mit [10],
Lemma 3.1.3 folgt, daB ¢(t) := lim,,_,o ¢, () fiir alle ¢ € R existiert und endlich
1st.

SchlieBlich ist ¢(t)< 0 fiir ¢t < 0, da dies fiir ¢,(¢) < 0 gilt. Daher ist fiir <0

I(z) = stléﬂlg{tx —c(t)} = igg{tm —c(t)} = +o0.

Die Behauptung folgt jetzt mit dem bereits Bewiesenen direkt aus dem Satz von
Ellis ([12], Theorem I1.6.1). O



Kapitel 3

Lokale Grenzwertsiatze

In [41] werden zentrale Grenzwertsitze fiir random walks auf einer Klasse poly-
nomialer Hypergruppen bewiesen. Diese Klasse enthélt als prominentesten Ver-
treter die Jacobi-Polynome und dariiber hinaus Polynomsysteme, deren Rekursi-
onskoeffizienten das gleiche asymptotische Verhalten aufweisen.

Diese zentralen Grenzwertséatze werden hier unter zusétzlichen Bedingungen durch
lokale Grenzwertsétze ergéinzt. Diese wiederum benutzen wir in Abschnitt 3.3, um
fiir die einfache Irrfahrt ein Analogon zum Integraltest von Dvoretzky-Erdos zu
beweisen.

Ein Beispiel einer polynomialen Hypergruppe auf N2 bilden die sogenannten
Scheibenpolynome, eine Familie orthogonaler Polynome auf der Einheitskreis-
scheibe. Auch fiir diese konnen wir den zentralen Grenzwertsatz aus [6] durch
lokale Grenzwertséitze ergénzen.

3.1 Lokale Grenzwertséitze fiir eine Klasse poly-
nomialer Hypergruppen

Im folgenden werden mehrfach folgende Identitéiten verwendet (siehe [13], 7.7.3
(24) und (25)):

00 2
(3.1) / O N (N2t — Lt exp( N >
0

20044-1 _E
und
(3.2)
* o 220710 ( + 1)2 N? + M? NM
—Ct 2a+1 _ _
/0 OV A (AL (VO it = exp( - )Ia(w).

46
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Dabei ist J,(t) die Besselfunktion 1.Art, I,(¢) die modifizierte Besselfunktion
LArt und Ay (¢) = 29T (a+ 1) Jo () /2.

Lemma 3.1.1

Es sei (Ny, %) eine polynomiale Hypergruppe und X, ein irreduzibler und aperi-
odischer random walk mit Verteilung p. Dann ist |i(z)| = 1 genau dann, wenn
Tr = Xo.

Beweis: Ist |u(x)] = 1, so folgt 4®"(x) = 1 fiir alle n € N. Da |P,(z)| < 1
fiir alle n ist, folgt Py(xz) = 1 fiir alle k € Upeny Tt pu®" . Da X, irreduzibel und

aperiodisch ist, existiert ein ng mit Po(f )'> 0 fiir alle n > ng ([14], Lemma 1.4.47),
d.h. 1 € Tr u®™). Folglich ist Py(x) = 1. Also ist x = . O

Wir betrachten zunéchst Jacobi-Polynome, da fiir sie der Beweis einfacher ist als
im allgemeinen Fall.

Lemma 3.1.2 (Hilb-Formel)
Fira> -1, € Rundn > 1 gilt

sint/2) "1 B+1/2 (o)
i (cost/2) PP (cost) = Ao (Nt) + R,(t),

wobei N = n+1/2(a+8+1) und |R,(t)| < Ct? gleichméiBig auf [0, 7 — €]. Dabei
ist € > 0 fest.

Beweis: Dies folgt aus [36],Theorem 8.21.12 mit

R (t> B 751/2—01”—3/2—04()(1) Cl/n
" 2o) 0<t

Ist nun t € [Cy/n,m — €], so ist n > C}/t und damit ist

|R,(t)| < Cytl/20p=3/2-0 < Cz/Cf/eratQ‘

Definiere

V ={(a,B) : (a+B+1)(a+B+4)*(a+5+6) = (a—B)?*[(a+B+1)*—T(a+S+1)—24]}.

Bekanntlich erzeugen die Jacobi-Polynome ples )(3:) eine polynomiale Hyper-

gruppe genau fiir («, 5) € V ([17],Theorem 3).
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Satz 3.1.3
Es sei (o, ) € V, X,, eine irreduzible, aperiodische P,(La’ﬁ)-homogene Markov-
Kette mit Verteilung p und es existiere 0® := [ mody. Dann gilt fiir alle j € Ny:

. Lo+ 1)(a+B+2) N? + M? NM
1 O‘+1P4(-n) o _ Ia _ =0.
oo | T T Y TP (B 1202 (NM)e 2no? no?

Dabeiist N =i+ 1/2(a++1) und M =j+1/2(a+ S+ 1).
Insbesondere gilt fiir festes ¢ und j:

. MNa+5+2)
a+l1 p(n) _ )
AP = R 1) o)

Beweis: Setze zur Abkiirzung

Po(t) := PP (cost),
7(t) = (sin(t/2))2+ (cos(t/2)) %!

und

I'(a+5+2)
a4+ 1)T(B+1)

Mit der Substitution z = cos(t/+/n) in der Integraldarstellung fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten ergibt sich dann

Oj(a’ 6) =

7Tj.

na+1Pi(jn) _
/i
= Cj(a, Hnet? / " (cos (/) Pt/ /i) Py (1 /) (/)

= Cj(a, f)27 GtV / e AN/ V) Ao (Mt )2+ dt
0

il A 2,2
e / [ (cos(t/v/m)) = =72 Au(Nt/v/m)Aa(Mt/ /)it

C, A
I o W ONDIE

7'(t/\/n) , ) P oy - ’
[(t/(z\/ﬁ))zaﬂP(t/\/_)Pa(t/f) Au(Nt/N/R)Aa(Mt/\/7) | dt
Cj(a, B)

- G e AN VA (Mt

rva
+ Gyl [ cos(t ) P VAPV

m/n

i (cos(t /) Pt /) Pyt /) (1)t

+ Cj(a,ﬁ)no‘ﬂ/z/
rvn



3.1. Lokale Grenzwertsétze fiir eine Klasse polynomialer Hypergruppen 49

mit A > 0 und 0 < r < 7. Mit der Gleichung (3.2) ist also

INa+p+2)l(a+1) NZ+ M? NM
oHrlP'(‘n) — " o T
TN T D202 (NM)e TSP ooz ) 1l 502

und es bleibt zu zeigen, dafl I,(n) — 0 gleichmé&Big in i mit n — oo (k =1,...,5).
Zu I(n):

Eine Taylor-Entwicklung von fi(cost) um ¢t = 0 (vgl. [43], Theorem 1) zeigt, da8
gn(t) == ™ (cos(t//n)) — e~ ©*/? gleichmiBig auf Kompakta gegen 0 konvergiert
mit n — oo. Damit folgt die Behauptung, da |A,(z)| < 1 ist fiir alle z > 0.

Zu Ir(n):

Setze

w'(t/\/n
Flt)i= 7 /ﬁ‘)/);lﬂmt/ﬁ)%(t/ﬁ) = ANtV A (ME/ V).

O.E. ist n so groB, da A//n < 7w —e¢.
Ist nun ij > 0, so folgt mit Lemma 3.1.2 |f,(¢)| < CTtQ(Z + CTtQ), und damit
konvergiert f,(t) gleichméBig auf Kompakta gegen 0.
Ist i = 7 = 0, so folgt unmittelbar, da8 |f,(t)| — 0 gleichmé&Big auf Kompakta.
Ist schlieBlich ¢ = 0 oder 7 = 0, so folgt die gleichméfBige Konvergenz gegen 0
wieder mit Lemma 3.1.2.
Zu Iy(n):
[43], Theorem 1 und eine Taylor-Entwicklung um ¢ = 0 zeigen, daf} es ein
0<T<7Tgibtmit,&(cost)<1—§t2fﬂr0<t<7ﬁ Also ist fiir 0 <t < ry/n

6_02t2/4.

N

i (cos(t/v/7)) < (1 _ %)

Auflerdem existiert zu jedem € > 0 ein A > 0 mit
& 2,42
/ e~ t /4t2a+1dt < e
A

Wegen sint < t fiir ¢ > 0 gilt dann gleichméfig in ¢

rv/n

[Li(n)] < Cj(a, Bn+1/2 / T A (2ym) P dE < ey, )

A

Zu I3(n):
Mit € und A wie oben folgt

[ I3(n)] < Cj(a, B)27 B Ve

gleichméBig in 7.
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Zu I5(n):
Da X, irreduzibel und aperiodisch ist, existiert ein 6(r) > 0 mit |f(cost)| < 1—4§
fur t € [r, 7] (Lemma 3.1.1). Damit folgt

[I5(n)] < Cj(a,ﬁ)naﬂ/ |fi(cost)|" sin(t/2)%*H dt

< Cyla, B)n® (1= 6)" / sin(t/2)2Hdt — 0

gleichméBig in i.
Schliefllich gilt I,(v) ~ (5)*/I'(a+ 1) mit 2 — 0 ([1], 9.7.6). Somit ist fiir festes
7 und j

MNa+B+2)'(a+1)

’ N N? 4+ M? ; (NM INa+6+1)
im min®exp | — o =,

B T(B+ 1)202(NM)a " &P 2no? no? IT(B + 1)(202)o+
und der Beweis ist vollbracht. U
Bemerkungen:

(i) Fiir die Tschebyscheff-Polynome 2.Art (a« = f = 1/2) ist Satz 3.1.3 ge-
nau [18], Remarque VL.A.13, da I} o(z) = (1/27z) "2 sinh x ( [13],(7.11.16)).

(ii) Die Voraussetzung, dafl X, irreduzibel ist, ist notwendig fiir die Giiltigkeit
des Satzes. Denn sonst existieren ein j € Ny und ein ¢ € Ny mit Pl-(f) =0
fiir alle n € Ny.

(iii) Ist (o, B) € V und o # S, so ist jede P*? homogene Markov-Kette X,
irreduzibel und aperiodisch, sofern nur pu # dg. Ist ndmlich 0 # k € Trp,
so folgt induktiv {0, 1,...,nk} C Trpu™. Also ist X,, irreduzibel und ape-
riodisch wegen Korollar 1.3.2.

(iv) Ist & = 8 > —1/2, so ist eine Pi“*-homogene Markov-Kette irreduzibel
und aperiodisch genau dann, wenn p(2Ng) # 0 und p(2Ng + 1) # 0. Die
Notwendigkeit folgt aus Satz 1.3.1(ii). Mit [18], Proposition VI.34 bleibt
nur noch zu zeigen, dafl X,, dann aperiodisch ist. Nun existiert unter die-
ser Voraussetzung ein k € Ny mit 2k + 1 € Trp. Damit folgt induktiv
{0,2,4,...,21(2k+ 1)} € Tr u®, d.h. 2n € Tr u®™ fiir alle n € Ny. Weiter
existiert ein n € Ny mit 2n € Tr p. Also ist 0 € Tr x®") und somit ist der
Zustand 0—und damit X,,—aperiodisch.

(v) Ist a =8> —1/2 und Tr pu C 2Ny + 1, so ist X,, zwar irreduzibel, hat aber
Periode 2. Ist dann j — ¢ gerade, so gilt die Aussage des Satzes in der Form

['(2a+2) N+ M? NM

on) TP (o) o —— | L =0
@n)* B = m2n)® e P\ T e 2no?

und, falls j — 7 ungerade ist, in der Form

(20 +2) N? 4 M2 NM
Oc—l—lP'(?n'f'l) N o B o =0
" “ it o2(NM)~ P ( 4no? “\ 2no? '

lim sup
n—00 jcj+2Ny

lim  sup
n=00 i j+2Np+1
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Dies zeigt man wie oben. Beachte dabei, dafi dann ji(z)*" P;(z) P;(x) bzw.
f(x)* ! Py(z) Pj(z) gerade Funktionen sind, und es somit in der Integraldar-
stellung geniigt, iiber [0, 1] zu integrieren. Dariiber hinaus ist

1P\ (z)| = 1 < z =1 auf [0, 1] ([36], Theorem 7.32.1).

(vi) Die Voraussetzung, dafi (a, ) € V ist, d.h. dal die Jacobi-Polynome zu

diesen Indizes eine polynomiale Hypergruppe erzeugen, geht auf zweierlei
Weise in den obigen Satz ein. Einmal sichert sie, daf |P{*” (z)| < 1 auf
[—1,1]. Zum Zweiten bendtigen wir sie im Beweis von Lemma 3.1.1.
Ist nun X,, die einfache Irrfahrt, so gilt offensichtlich |i(z)| = 1 & x =
1, falls @ # 8 > —1. AuBerdem ist mit [36], Theorem 7.32.1 |P\*?(z)]
gleichmiBig beschriinkt, falls @ > —1/2 und o > 8 > —1. Diese Uberlegung
zeigt, dal der Satz fiir die einfache Irrfahrt gilt, sofern o > —1/2 und o >
g > —1.

Das folgende Korollar ist das Analogon zum lokalen Grenzwertsatz von de-Moivre-
Laplace:

Korollar 3.1.4
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1.3 gilt fiir jede Folge (jn)nen € No mit
Jn — 00 und j, = O(y/n):

1 J
P~ o
Oin = gy/n (Uﬁ) ’

1
M R

wobei
)
204-‘,—16 t /2.

Beweis: Setze zur Abkiirzung

Cljni . ) = <(2jn +a+ B+ D)+ a+ DI, +a+ B+ 1))

2§70 (G + DE (G + 6+ 1)

Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.1.3 und der selben Zerlegung
der Ubergangswahrscheinlichkeiten erh&lt man:

ov/nP" 952)a+1 2
vely, Qo) Cn; 0, B) exp (=22 | ot/
(=) 2°T'(a 4+ 1) 2no?

TN
<[ i ostt/ V) P fos(t/ )
:wwwwwmx<ﬁ)

20 Da+1) 2no?

X [ / Ooe*"ztz/QAa(Mt/\/ﬁ)tQ‘”“dt + I (n) + Iy(n) + Is(n)

20 C i) (S
2oT' (a4 1) 2no?

)W“ﬂum+%m»
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Dabei sind I;(n)-Is(n) bis auf den Faktor C(«, ) definiert wie im Beweis von
Satz 3.1.3. Nun gilt mit der Asymptotik der Gamma-Funktion:
(02 Cliniaf) | (o)™
20 T(a+1) 2°T (a4 1)

und mit (3.1)

72 00 e
. In —022/2 2at1y, _ L(a+1)2
nh_)ngo exp (27102) /0 e~ RN (M) /n)t*et dt = o

Da exp (27]1’2;2) beschréinkt ist, bleibt zu zeigen, dafl die iibrigen Terme beliebig
klein gemacht werden konnen. Dies wurde aber im obigen Beweis gezeigt. 0

Sei jetzt allgemeiner eine polynomiale Hypergruppe gegeben, die den Bedingun-
gen

(i) Die Rekursionskoeffizienten erfiillen n(a, — ¢,) = p =0, b, — 5 < 1 und

(ii) 7 ist absolutstetig auf [—1,1] mit einer stetigen Dichte der Form 7'(x) =
(1 —2?)%g(x), wobei g(1) # 0 und a := ﬁ —1/2

genugt.

Die Jacobi-Polynome erfiillen (i) und die in (ii) definierte Konstante o stimmt mit
dem Parameter « iiberein. Daher gilt fiir Jacobipolynome mit o # f (ii) nicht.
Beispielklassen orthogonaler Polynome, die diesen Bedingungen geniigen und zu-
mindest fiir bestimmte Parameterbereiche polynomiale Hypergruppen bilden, be-
schreibt das folgende Lemma. Ein weiteres Beispiel bilden die g-ultrasphérischen
Polynome (vgl. [41], 5.3).

Lemma 3.1.5
(i) Besitzt das Orthogonalisierungsmafl des Polynomsystems { P, () }nen, eine
Dichte der Form 7'(x) = (1 — 2*)2Q(z)™" mit einem auf [—1,1] strikt
positiven Polynom ) vom Grad r > 0, so gilt

(1) lim,_,o n(a, — ¢,) existiert und lim,, "(‘1“56”) =1.

(2) Es existiert ein C' > 0 mit 7, ~ Cn?.

(ii) Besitzt das Orthogonalisierungsmafl des Polynomsystems { P, () }nen, €ine
Dichte der Form 7'(z) = (1 — 2%)7'/2Q(z)™" mit einem auf [—1,1] strikt
positiven Polynom ) vom Grad r > 0, so gilt

(1) lim,,_,o n(a, — ¢,) existiert und lim,, "(‘1“56”) =0.

(2) Es existiert ein C' > 0 mit 7, < C.

(iii) Ftir die assoziierten ultrasphérischen Polynome { P,(x; o, )} nen, mit a > 0
und v > 0 gilt
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(1) lim, oo n(a, — ¢,) = a+1/2.

(2) Es existiert eine von « und v abhédngige Konstante C(«,v) mit m, ~
C(a,v)n*> 1,

(3) Das Orthogonalisierungsmaf$ erfiillt (ii).

Bewezs:

(i) Es existiert ein trigonometrisches Polynom H(z) = Y, _, hx2" mit reellen
Koeffizienten ohne Nullstellen in {|z| < 1} mit Q(cost) = |H (e)]? und fiir
2(n + 1) > r besitzen die orthonormalen Polynome die Darstellung

1/2 r

83 m=(2) S mtste)

wobei U, (z) das n-te Tschebyscheff-Polynom der 2.Art ist ([36], Theorem
2.6). Damit ist fir 2(n+ 1) > r

2$pn(x) = pn-‘rl(x) + pn—l(x)
und

(1) = @) . <(n +1H(1) - kZ:O khk> .

Da 1 der rechte Randpunkt von Tr 7 ist, ist p, (1) > 0 fiir alle n. Bezeichnet

P,(x) := gzgf)) und p1(x) = agzx + by, so folgt

Pi(z)P,(x) = anPoi1(x) + b, Po(x) + ¢ Py ()

mit
0 — aoPn+1(1) _ bo o aopn—1(1)
Yo 2p(Wpa ()Y ap+be’ " 2p(1)pa(1)

fiir 2(n + 1) > r. Somit erhélt man

(2 s apnt (1) ao 2
n(a, — c,) = (77) o) — Y und ™ = Cp;(1).

(ii) Der Beweis verlauft wie der von (i). Mit den obigen Bezeichnungen hat man
fiir 2n > r statt (3.3) die Darstellung

pn(z) = Z T k()

mit den Tschebyscheff-Polynomen der 1.Art ([36], Theorem 2.6).
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(iii) Fir a > 0 und v > 0 ist (vgl. [27], (3.6))

B B n(2a+ 1)
n(an = cn) = n(l = 2n) = 2n+2a+2v+1
y ((204 + Dnt1+ (Wntr 2n(V)ns1 )
2o+ i1 = (s 2n+ 20+ 20+ (2004 V)1 — (V1) /)

Dafira>0undv >0

(V)nt1 - I'2a+v)
(a4 v)pi1 [(v)n2«

ist, folgt
p = lim n(a, —¢,) =a+1/2.

n—oo

Mit der gleichen Uberlegung folgt die zweite Behauptung aus der expliziten
Darstellung von 7, in [27],(3.8).

SchlieBlich ist oF1(1/2 — a, v; v+ a+ 1/2; z) absolut konvergent fiir [z]| = 1
([13], 2.1.1(5)) und 2F1(1/2 — a,v;v + o+ 1/2;1) # 0.

O

Beispiele:

(1)

(i)

Konkrete Beispiele fiir den Fall (i) sind neben den Tschebyscheff- Poly-
nomen 2.Art die Geronimus-Polynome (vgl. [25],3(g)(i)) und bestimmte
Askey-Wilson-Polynome (vgl. [2],(4.29)). Mit Hilfe der letzteren kénnen
isotrope Irrfahrten auf diskreten Halbgruppen als P,-homogene Markov-
Ketten interpretiert werden (siehe dazu [43]).

Beispiele fiir Fall (ii) neben den Tschebyscheff-Polynomen 1.Art sind die
Grinspun-Polynome und ihre zweiparametrige Erweiterung (vgl [25],3(g)(ii)
und [26]).

Satz 3.1.6

Es sei X,, ein irreduzibler und aperiodischer random walk,fiir dessen Verteilung
p € MY(Ny) o2 := > 32 ma(k)u({k}) < oo existiere. Dann gilt mit o wie in
Voraussetzung (ii)

(1)

Es existiert ein ng > 0 und Konstanten C7, Cy mit
¢ <t [ (i) P@)Pya)in(o) < Co

fiir n = ng und 0 < 4,5 < [\/n]. Dabei ist [x] die grofite ganze Zahl kleiner
oder gleich x.
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(ii) Fiir jedes j € Ny gilt

| i pe 9D+ 1222 ¢ ya
lim sup |n"" P —m; 5 (MN) X

N? + M?
_ L -
P ( 2no? ) ( no? ) 0

mit N :=i+a+ 1 und M = j+ o+ 1. Insbesondere ist fiir festes i und j

lim na+1P(n) F(a + 1)2ag(1)

n— 00 (0-2>a+1 ﬂ-j'

Beweis: [i(cost) ist zweimal differenzierbar und es gilt

o2
1 — fi(cost) =~ 7152 (t—0)

([43], Theorem 1). Also existiert ein 0 < r < 7 mit

X _d,
fi(cost) < 1 415

fiir 0 <t < r. Ferner existiert zu jedem € > 0 ein A > 0 mit
oo
/ 6—02/4t2t2a+1dt <e.
A

Mit dieser Wahl von 7, A und L := Tr7 \ [—1, 1] zerlegen wir die Integraldarstel-
lung wie folgt

nt [ @) PP a) (o)

ﬂf
o1/2 / 7 (cos(t/v/m)) Pcos(t/ /1)) P (cos(t//m))g(cos(t/ /) (sin(t/ /) 2o+
Lpett / () Pi() Py () de (1)

= 0(1) [ e ANV Ot )

+1i(n) + Ia(n) + I3(n) + 1a(n) + I5(n) + Is(n)
g(1)22°T (o + )2 N N2+ M? NM
- (NM) e (_ 2no? )[‘” <W>
+1i(n) + ( ) + I3(n) + Lu(n) + I5(n) + Is(n).
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Dabei ist
() = g0 [ (" costt/ V) = e/ ) g (Nt V) (01t )
Ir(n) = —g(l)/AooeUQ/QtQAQ(Nt/\/E)Aa(Mt/\/ﬁ)ﬁaHdt
A
Iy(n) = g(1) / i (cos(t) /)

sin(t/ Vi) N b sl n n
[( v ) Py(cos(t//n)) P (cos(t/v/n)) = Aa(Nt//n >Aa<Mt/f>] dt

Ii(n) = n**/2g(1) x
| icostt/ ) Peoste/ /) Py coste/ ) (%{f“” - 1) (sin(t/ /)2t
I5(n) =

rva
2 [ (e /) P(cos(t/ ) P os(t/ ) sin(e/ ) P g ot/ )l

A
IG(TL) =

ot ( / " (2) Pi(2) Py (w)dr () + / " (cos tm(cost)a(cost)g(cost><smt>2a“dt) .

Wie in Satz 3.1.3 zeigt man, da I (n), Ir(n) gleichméfig in i,j € Ny gegen 0
konvergieren mit n — oo.

Zu I3(n):
Setze
o0y = (PIDED) T fcoste )Py cos(t V) - M VDALV VD),

Mit [45], Corollary 2.3 zeigt man wie im Beweis von Satz 3.1.3, da8
|fn(t)] — 0 gleichmifig auf Kompakta und gleichméBig in 0 < 4,5 < [/n], und
damit folgt |I3(n)] — 0 gleichméBig in 0 < 4,5 < [v/n].
Zu Iy(n):
Setze
falt) = 02 sin(t//m)2 ! <—9 (cost/vm) 1) .
9(1)
Da nach Voraussetzung g stetig ist und sint < t fiir ¢ > 0, konvergiert |f,,(¢)]
gleichméBig auf Kompakta gegen 0, und damit gilt |I;(n)| — 0 gleichmé&Big in
1,] € Np.
Zu I5(n):
Es ist fiir 0 <t < ry/n

2t2 n
(™ (cos(t/v/n)) < (1 - "4—> e 7T
n
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und

|9(cos(t/v/n))| < max |g(cost)].

Ferner existiert zu € > 0 ein ng so grof, daﬁ A < y/ngr. Damit ist

o<t<r o<tr

2a+1
t
|I5(n)| < n®"/? max |g(cost) |/ e o/ < ) dt < max |g(cost)| e

fiir n > ng gleichméfig in 7, 5.

Zu ]6( )

Mit Lemma 3.1.1 existiert ein §(r) > 0 mit |a(x)| < 1—0(r) fiir 2 € LU[—1, cos 7]
und somit konvergiert |Is(n)| gleichméfig in 4, j gegen 0 mit n — oo.

Das asymptotische Verhalten von I,(x) um 0 zeigt, dafl Konstanten Cy,Cy und
ein ng > 0 existieren mit

o N2 + M? NM
1< ("o () 1 () <

2no? no?

fiir alle n > ng und 0 < 4,5 < [\/n].
Damit ist (i) bewiesen.
(ii) folgt aus (i) und der Integraldarstellung von P( ), O

Bemerkung:

Die Bemerkungen nach Satz 3.1.3 gelten sinngeméfl auch hier. Insbesondere kann
im Fall der einfachen Irrfahrt auf die Voraussetzung verzichtet werden, dafi das
zugehorige Polynomsystem {P,(z)}nen, €eine polynomiale Hypergruppe bildet,
falls nur |P,(z)| auf dem Tréger des Orthogonalisierungsmafies gleichméBig in n
beschréankt ist.

3.2 Lokale Grenzwertsétze fiir Scheibenpolynome

Definition 3.2.1

Es a > 0 und (m,n) € NZ. Dann heifit die auf der Einheitskreisscheibe
D:={z€C:|z|<1}={re¥:0<r<1,0< ¢ < 2r} definierte Funktion
(3.4) R (2) = R (re'*) = ¢llm—meplm=nl plan=nl (g2 _7)

m,n

wobei m A n = min(m,n) ist, das Scheibenpolynom vom Grad (m,n) zum Expo-
nenten .

Die Scheibenpolynome {Ré%(z)}(n’m)eNg bilden eine Familie orthogonaler Poly-
nome in zwei Variablen auf der Einheitskreisscheibe zum Orthogonalisierungsmafl
a+1

Ao = (1 — 2% — y*)*dxdy (z =z +1y).
7r
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Mit der Faltung

5m1,n1 * 5m2,n2 - Z g(mh ni,mo,Na, M, n)ém,n
(g(mq,n1,ma, ne, m,n) die Linearisierungskoeffizienten), der Involution (m,n)~ =
(n, m) und dem neutralen Element (0,0) erzeugen sie fiir v > 0 eine polynomiale
Hypergruppe in zwei Variablen auf N2 ([49],(3.4)).
Wie fiir orthogonale Polynome in einer Variablen bezeichnet

o= ([

Fiir a > 0 und p € M'(N7) heit dann jede Markov-Kette S, mit Zustandsraum
NZ und der Ubergangsmatrix

Pyt = P(Snr = (R, D150 = (6,5)) = 6y * p({ (K, 1)})
random walk (mit Verteilung p).
Bemerkung:

Wéihlt man speziell 1 = 1/2(do.1 + d10), so erhélt man die Markov-Kette auf N2
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten ([6], 2.16)

(st falls(hy0) = (c+1,4d)
satera o fells(k, 1) = (c—1.d)
Peayry = 2(04(1——2—6—1;;}-1) , falls(k, 1) = (e, d + 1)
m , falls(k, 1) = (¢,d — 1)
0 sonst,

\
die zur stochastischen Modellierung eines linearen Rauber-Beute-Modells verwen-
det werden kann.

Lemma 3.2.2

Es sei a > 0 und S,, = (X,,,Y,) ein random walk auf N3 mit der Verteilung .
Dann besitzt die Ubergangsmatrix von S, die Integraldarstellung

(3.5) P =t [ R RR () (2),

Beweis: Fiir festes (¢,d) € Ny ist die Fouriertransformierte d(.q) % p(™(z) inte-
grierbar beziiglich \,, dem Plancherel-Maf§ auf N3. Mit dem Inversionssatz fiir
die Fouriertransformierte folgt

—

P oy = T | S » 1 (2) RE) (2)A(dz)

_— /D () B ()RS (2)dAa (2).
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Lemma 3.2.3
Es sei « > 0 und S,, = (X,,Y,) ein irreduzibler und aperiodischer random walk
auf N2 mit der Verteilung .

(i) w(S,) = X, —Y, ist eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette auf Z.
(i) |i(coste®)|=1t=0=1¢

Beweis:

(i) Da S, irreduzibel ist, ist N2 die kleinste Unterhypergruppe, die von Tr p
erzeugt wird ([16], Prop. 2.11).
7(z,y) := x — y ist ein Homomorphismus zwischen den Hypergruppen N2
und Z ([6], Proposition 5.1)und 7(S,,) ist eine Markov-Kette auf Z (6],
Theoreme 1); damit ist Z die kleinste Untergruppe,die von Tr 7 (1) erzeugt
wird, und 7(5,,) ist irreduzibel.
Angenommen, 7(S,,) ist periodisch mit der Periode d > 1. Dann ist
7(u™)(0) = 0 fiir alle n mit d J n, d.h.

0= m(p™(0)) = ™ (x1(0)) = p™((0,0)) = 0.

. (n)
Also ist P(o,o) 0,0)
von S,,.

(ii) Es ist

= 0 fiir alle n mit d fn, im Widerspruch zur Aperiodizitét

IR, (cos tei)] = (cos )™= | RS (cos 20)] < 1
fiir 0 <t < m/2. Also ist |i(coste™)| < 1, falls ¢t > 0.
Weiterhin ist

e =1 Y p{mm)}e™ %) = |F(x(w)(@)],

(m,n)ENZ

wobei F die gewohnliche Fouriertransformation auf Z bezeichnet. Mit Teil
(i) ist dann 7(.S,,) in der Terminologie von [35] stark aperiodisch (siehe [35],
D 2.2 und D 5.1). Damit liefert [35], P 7.8, daB |i(e"?)] =1 < ¢ = 0.

O

Satz 3.2.4
Es sei a > 0 und es sei ein MaB yn € M*'(N3) gegeben, das den Bedingungen

(1) Zm,n(m - n)/j’mﬂl = 07
(ii) Zmn(m — 1)l =1 a < 00,
(i) > (222 4+ n) figg =: b < 00,

(iv) der random walk mit Verteilung u ist irreduzibel und aperiodisch
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geniigt. Dann gilt fiir alle (k,1) € N2:
2201 () + 1)

lim sup not3/2 plm T n X
oo L Un e V2amb(BeaBu)* ’
d</n

exp <_(d—c+k—l)2 B 62d+51%z) I, (5cd5kl) ‘ _0

2an 2bn

Hierbei ist By := /(2k + a4+ 1)(2 + a + 1).
Insbesondere ist fiir (c,d)(k,l) fest:

. na+3/2P( n) 2a+1/2r(a)

. (ed)(kd) = T Jrpartt T pat1 Tkl

Beweis: Der Beweis benutzt wieder eine Hilb-Formel und die Integraldarstel-
lung (3.5) der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Zur Abkiirzung sei

fi(t, p) := fi(coste™®) R a(t, @) == R((fg (coste™®)
und

fn<t7 90) =
AN /7Y Rt 0N Rit(E 5, 9 /) cos(t/ /) sin®* (1),

In einem ersten Schritt zeigen wir, dafl es nur auf das Verhalten des Integranden in
einer Umgebung von (1,1) ankommt. Sodann wird das asymptotische Verhalten
in dieser Umgebung bestimmt.

Es ist fiir ¢,d, k,1 € N2

o netl/20 (o + 1) mf/2
P = ];rl( / \f/ pltdy

— a+1/271'k,l O[+1 (/ / f dtdgp—k

rvn
¥ /g/ ﬁw+/ | e
[—sv/n,—AJU[A,sy/n] JO
ﬂf/Q /2
/ / ©)dtdp + / / fa(t, )dtde
- rv/n [=mv/n,—sv/n]U[s\/n,my/n] JO

_ a+1/27rkla+1) (11( )+[2( )+13(n)).

™

Nun kénnen die Konstanten A, B,r,s so gewihlt werden, daB n®*'/2I,(n) und
n®*+1/2[5(n) mit n — oo gleichméiBig in (c, d) gegen 0 konvergieren.
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Aus der Taylor-Entwicklung von fi(t, ) um (0,0) folgt, dafl 0 < r < 7/2 und
0 < s < 7 existieren mit fi(t, ) < 1 — }l(agoz +0t?) fir 0 <t <rund 0 < o < s.
Auflerdem existieren zu e >0 A > 0 und B > 0 mit

/ e V20t gy ¢ und / e’““”z/ngo <e.
B [—A,A]

Mit dieser Wahl von A, B, r, s gilt auf
[B>T\/ﬁ] X [_Av A] U [Ov 7“\/ﬁ] X {[_S\/ﬁ’ _A] U [A’ S\/ﬁ]}

1 n
it/ v/, o/ vn)" < (1 — (o + a<P2)) < et /gma9’ /4,
n

Damit ist

A e
|na+1/2[2(n)| < na+1/2(/ e_as"2/4dap/ e—bt2/4(t/\/ﬁ)2a+1dt+
A B

/ €—a¢2/4d90 / e_bt2/4(t/\/ﬁ)2a+1dt)
[—A,Ale 0
< Ce

gleichméBig in (¢, d).
Mit Lemma 3.2.3 existiert ein 6 > 0 mit |u(t, 9)| < 1 —0, falls r <t < 7/2 oder
s < |¢| < 7 und es folgt

_77/2
/ / | sin?*t? tdtdgp)
s<\<p|<7r

n a+3/2

Dabher gilt auch |I3(n)| — 0 gleichméfig in (¢, d) mit n — oo.
Es bleibt zu zeigen, dal I;(n) das richtige asymptotische Verhalten hat. Dazu
zerlegen wir I, (n):

a+1/2/ / fn dtng —

[ ety [T (6t A Bt )
oo 0
+J1(n) -+ Jz(n) —+ J3(n) + J4(n)

_ 22H120 () (o + 1>na6_(d—c+k—l)2/(20m)e g:‘akl I. (ﬁcdﬁkl)
v amb(Beafri)® 2bm
+J1(n) + Jo(n) + Js(n) + Ju(n).
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Dabei ist

/ / t/\/_ @/v/n)" — o= 0/20% b/2t2 | ip/v/n(d—ctk=1)

Ao (Beat /) Ao (Bigt//m)t** dtdp
Jao(n) =

A B
| [ it pmypesvienn
—AJO

t/v/n
Jg(n) =

B
[ [ e e e (5t )M Bt i
[—A,A]ce JO
J4(n) =
/ / eigo/\/ﬁ(d—c-i-k—l)—a502/2—bt2/2Aa(ﬁcdt/\/ﬁ)Aa(ﬁklt/\/ﬁ)tQa-i-ldtd(p‘
—oco J B

[<Sint/\/ﬁ> a Rea(t/v/n,0)Ra(t//n,0) cost/v/n — Aa(Beat/vVn)Aa(Brit/v/n) | dtdy

Bei dieser Zerlegung haben wir benutzt, dafl wegen Gleichung 3.4
Rc,d(ta SO) = ei(c_d)¢Rc,d(ta O)

ist.

Der Beweis ist beendet, wenn gezeigt ist, daB J;(n) — 0 mit n — oo.

Fiir J3(n) und Jy(n) ist dies klar.

Es gilt J1(n) — 0 mit n — oo, denn fi(t/+/n, ¢/+/n)™ konvergiert gleichméBig auf
Kompakta gegen e=%*/2¢=%*/2_Fiir den Beweis der letzten Behauptung setze

fult) ==

M o n n COS n — n n
( uuss ) Rea(t/7/10,0) Rt/ /71, 0) o8 t/7/ — A(Bodt /D) A Butt /7).

und zeige, dafl
lim sup |fu(t)] =0

no00 i
d</n
gleichméfig auf Kompakta.
Dies ist trivial, fallsc=d =k =1=0.
Ist cdkl > 0, so liefert die Hilb-Formel fiir Scheibenpolynome ([5], Theorem 1)
Konstanten C1—Cy mit

()] < C12/n+Col(c—d)2+(k—1)2)¢4 /n + Cat? /n2+ Co((c—d)>+ (k—1)2)¢3 /.



3.2. Lokale Grenzwertsétze fiir Scheibenpolynome 63

Ist z.B. ¢ = 0 und dkl > 0, so ist wieder mit [5], Theorem 1

sint/\/n tl/2 2 2,4 2
fn@OI < || —77 — Aa(Boat/Vn)| + Cit? /n + Co(k — 1)*t" /n*.
t//n
Ahnliche Abschitzungen ergeben sich auch in den iibrigen Fillen und die Be-
hauptung folgt. O
Bemerkung:

Die Voraussetzungen (i)—(iii) sind gerade die Bedingungen, unter denen der zen-
trale Grenzwertsatz fiir Scheibenpolynome, [6], Theoreme 3, gilt.

Der oben angesprochenen random walk zur Verteilung p = 1/2(0(1,0y + 6(0,1) ist
periodisch. Daher ist Satz 3.2.4 nicht anwendbar. Es gilt aber

Korollar 3.2.5
Sei a > 0 und S, der random walk zur Verteilung p = 1/2(0(1,0y + (0,1). Sind
¢ — k und d — [ beide gerade oder beide ungerade, so ist

2202 (v + 2)T( + 1)

lim |(2n)o+3/2p3) Tl
lim |(2n) (d) ()~ V21 (Bea Bt )™ "
d . kf o l 2 2 2 c
exp (_( c+ ) cd;'ﬁkl) (/Bdﬁkl)‘_()
" n

mit Beq = /(2c + a+1)(2d + o + 1).

Beweis: Es ist

R

w/2
((2n)2a+1 / (cos )" (sin y)MHRC 1/ (cos y)R( ) (cos y)dy)
0

=4(a+ 1)mg, L1 (n) L2 (n).

V2nar” ‘
(2n)°‘+3/2p kl)_4(a+ 1)mey ( il (cosm)Q”eZ(dCJrkl)xdx)

Zu I;(n):
Es gilt

Li(n) = @P(zﬂ:Xk:d—c+k—l),

2
k=1
wobei X unabhéingige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in Z und
der gemeinsamen Verteilung = 1/46_5+1/26p+1/40, sind. Der klassische lokale
Grenzwertsatz ([19], Theorem 4.2.1) liefert

1
lim |I;(n) —

vl mexp(—(d—0+k—l)2/n) —0
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gleichméBig in ¢, d, k, .
Zu Iy(n):
Man zeigt dhnlich wie im obigen Beweis, dafl

JLH;O ]2(71) - %na exp <_ gd;lﬂlzl) <5ed5kl> ‘ —0

0

Korollar 3.2.6
Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.2.4 erfiillt. Sind k,,, l,, Folgen natiirlicher
Zahlen mit k, — oo, l, — oo und k,,l,, = O(y/n), so gilt

1 kn 1

(n) n n

P00yt & 7, Pab (% %)
2a+1

V2mab (o + 1)

mit

(z—y)?
Pup(z,y) = (zy)*(x +y)e 2m/be™ 50,

Beweis: Mit den Abkiirzungen aus dem Beweis von Satz 3.2.4 ist

(n) a+1
L0 k) V26T (0 + 2, ot1/2, ein ntn)®

(bab(f f) \/%2a+1(kn7l )a(k +l )

T/n/2
/ / BN, /N R 1, (/7 /) cos b rsin® 1 ¢ /e,

Da
(b +lp+a+ )k, +a+ DI, +a+1)

k!l T (o + 1) (e + 2)
ist ([6],(2.3)), folgt mit der Asymptotik der Gamma-Funktion

Tkl =

lim V2ab T (o + 2) 4, oL/ _ V2abot!
n—oo /204 (ki 1) (K + 1) o /m2eH T (a4 1)

Also bleibt zu zeigen, dafl
V2ab*t! 2knln (kn In)? mn/2
7}520 V20T (o + 1) e / / AT
Ry, 1, (t/v/n,0/\/n) cost/\/ﬁsm%‘ﬂt/\/_dtd(p— L.

Dies folgt aber wie im Beweis von Satz 3.2.4, wenn man (3.1) und k,, [, = O(y/n)
beachtet. O
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3.3 Ein Analogon zum Integral-Test von
Dvoretzky-Erdos

Ist (X, )nen eine transiente Markov-Kette auf Ny, so gilt X,, — oo P-fast sicher.
Daher ist die Geschwindigkeit, mit der X,, divergiert, von Interesse.

In [15] wird fiir die einfache Irrfahrt beziiglich der Gegenbauer-Polynome ein
Analogon zum Integral-Test von Dvoretzky-Erdos bewiesen. Mit Hilfe der Sétze
aus Abschnitt 3.1 kénnen wir dieses Resultat erweitern.

Es sei also {P,(x) }nen, ein Polynomsystem, das den Voraussetzungen

(a) die Rekursionskoeffizienten erfillen n(a, — ¢,) = p = 0, b, — 8 < 1 und
=15 -1/2>0,

(b) das Orthogonalisierungsmaf 7 ist absolutstetig auf [—1, 1] mit einer stetigen
Dichte der Form 7/(x) = (1 — 2?)%g(x), wobei g(1) # 0,

(c) es existiert ein ry € Ny mit 7, ~ r2*T fiir r > r,
(d) |P,(x)| ist gleichm&Big beschrankt auf Tr
geniigt und (X,)nen die einfache Irrfahrt beziiglich dieses Polynomsystems.

Bemerkung:
Ist b, = 0, so ist Bedingung (c) erfiillt, falls statt (a) die stidrkere Bedingung

Die Folge {n*(a, — cn) — p}nen ist beschrinkt und p > 1/2

mit 0 < A < 1 gilt, die z.B. fiir die g-ultrasphérischen Polynome mit A = 1
gilt( [41], (5.3). Aus dieser Bedingung folgt nédmlich
a, n+2p

= + O(n_(“”\))
Cn n

und damit 7,, ~& Cn? mit einer Konstanten C' > 0.

Da a > 0 ist, ist X,, transient. Dann ist bekanntlich fiir alle 7, 7 € Ny

n=0

Es werden zunéchst einige Lemmata benétigt, mit deren Hilfe die Wahrschein-
lichkeit Q(r, T') abgeschitzt wird, mit der X, nach dem Zeitpunkt T das Intervall
0, r] aufsucht.

Lemma 3.3.1
Fiir r, T € N bezeichne

Q(r,T) := P(X, <rfireinn>T | X, =0).
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Dann gilt

i P,

T
n=T

QT) = &

Beweis: Da sich X,, nur in direkten Nachbarzustinden von X,,_; befinden kann
und eine zeitlich homogene Markov-Kette ist, ist

Q(r,T) = ZP(Xn <rfireinn>0] Xy = i)PO(iT)
i=0

:ZP(anrﬁireinTL}O|X0:i>Pé?)'
i=0

Bezeichnet 7, := inf{n > 0 : X,, = r} den ersten Zeitpunkt, zu dem sich X,, im
Zustand r befindet, so gilt bekanntlich (siehe z.B. [14], Theorem 1.51)

Gir
Grr ‘

P(X,=rfireinn>0|Xy=1) = P(r, < 0| Xg=1) =

Damit erhalt man

R @ _ 1 oo pmp@ _ L) L X )
Q(T’T)_GMZG"PM _GMZZP" Fo _GTTZPOT G_M_ZPOT
=0 i=0 n=0 n=0 n=T
O

Lemma 3.3.2
Es existieren ein ng > 0 und Konstanten Cy,Cy > 0 so, daB fiir alle n > ny

1

Cl g _Gnn g CZ
n

gilt.
Beweis: Mit Satz 1.2.2 ist
fwzm/wmwﬁmmm

und somit (vgl. den Beweis zu Satz 1.4.2)

T, [ P%(z)

Setze jetzt R, () := P,(1—x). Dannist { R,,(z)} ein orthogonales Polynomsystem
auf [0, co[ mit der Rekursionsformel

Ry(x) =1 Riy(z)=1-2ax
—2R,(z) = $2Rpp(2) — 2R, (2) + cn Ry ().
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[20], (9.5) und (9.6) liefert

2 oo
Gun = T / —R”(x)du(x) = an L
k=n

200 x p T

Mit Voraussetzung (c) und der bekannten Abschitzung

[e.9]

_ 1 _
Cin™? < Z np+1 < Cpn™”
k=n

fiir n > ng und B > 0 folgt daraus die Behauptung. O

Lemma 3.3.3
Es existieren ro, Ty € N mit

(i)

ro und T = Tj.

fiirr >
(ii) Ist T > Ty und ro < r < VT, so gilt

C; (%)M <Q(r,T).

Dabei sind Cy,Cy > 0 von r und T unabhéngige Konstanten.

Beweis: Offensichtlich geniigt es zu zeigen, dafl natiirliche Zahlen rq und 7j exi-
stieren so, daB (i) und (i) fiir 7 > T und ro < r < /T gelten.

Im folgenden bezeichnen C', Cy, . . . beliebige positive und von r und 7" unabhéngi-
ge Konstanten.

Zunéchst existiert wegen Voraussetzung (c) ein 1o > 0 mit

7T7"
r2a+1 < o

(3.6) C: <

fiir 7 > ro. Wie bereits im Anschlufl an seinen Beweis erldutert, gilt Satz 3.1.6 im
Fall der einfachen Irrfahrt bereits unter den Bedingungen (a),(b) und (d). Also
existiert ein ng > 0 so, daB fiir n > ng und 0 < r < /n gilt

(3.7) Cy < nott / (Py(x))" Pe(x)dr(z) < Cy

(vgl. den Beweis von Satz 3.1.6).
Aus (3.6) und (3.7) zusammen folgt: Es existieren Cj, Cs > 0 mit

na+1

Cs < PV < Cy

r2a+1
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fiir n > ng und ro < r < y/n. Mit Lemma 3.3.1,Lemma 3.3.2 und der Abschéiitzung

[eS)

_ 1 _

C’m ﬂ< E n,B'H <027’L p
k=n

folgt die Behauptung. O

Bemerkung:

Jacobi-Polynome mit o # 3 erfiillen zwar Voraussetzung (b) nicht, Lemma 3.3.3
gilt aber trotzdem, falls « > —1/2 und o > 8 > —1. Benutze im obigen Beweis
nur Satz 3.1.3 statt Satz 3.1.6.

Satz 3.3.4 (Dvoretzky-Erdos-Test)
Fiir jede monotone Folge g(n) > 0 gilt

2a+1
P(X, < v/ng(n) unendlich oft) =0 <& / dt < 0o
und
2a+1
P(X, < v/ng(n) unendlich oft) =1 & / = 00,

wobei § die durch §(t) := >, Lnny1((t)g(n) auf R, definierte Funktion ist.

Beweis: Da fiir die einfache Irrfahrt mit Lemma 1.4.8 die beschrinkten harmo-
nischen Funktionen stets konstant sind, folgt dies genau wie in [15] aus Lem-
ma 3.3.3. D

Damit erhalten wir auch das folgende Resultat zur Divergenzrate von X,,:

Korollar 3.3.5
Fiir jede monotone Folge g(n) > 0 ist P-fast sicher

liminf ———— =0 oder + c©

it s

oo~ t 2a+1
/ g™
0

t

je nachdem, ob

unendlich oder endlich ist.

Beweis: Dies folgt sofort aus dem obigen Satz, wenn man beachtet, dafl sich die
dortige Aussage nicht dndert, wenn g(n) durch C'g(n) mit einer strikt positiven
Konstanten C ersetzt wird. 0J



Kapitel 4

Eine Klasse polynomialer
Hypergruppen mit asymptotisch
periodischen Rekursions-
koeffizienten

Gegeben seien 0 < aq,as < 1. Setze

a; , falls n ungerade
ay = und ¢, =1-—a,.

as , falls n gerade

Betrachte nun die orthogonalen Polynomsysteme

Py(z;a1,a2) =1 Pi(z;a1,a9) =

P1($§ Qq, CLQ)Pn($§ Qq, az) = CLnPn+1(9C; aq, Clz) + CnPn—1($; ai, a2)

und
Qo(x;ar,a2) =1 Qi(w;a1,a2) = x/as

$Qn(9€; ai, a2) = anQn+1($; ai, a2) + CnQn—l(I§ aq, a2)-

Das zweite System wird in [21] erwéhnt. Die beiden Systeme sollen daher im
folgenden Karlin-McGregor-Polynome der ersten und zweiten Art (kurz KMG-
Polynome) genannt werden.

69
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Satz 4.1
Die Linearisierungskoeffizienten der KMG-Polynome erster Art sind gegeben durch

a n oder m gerade
g<m7n7n—|—m):{ 2 g

a1 , n und m ungerade
( k/2
c1C2 -
(—a1a2> (a2 C2

) , k gerade, n oder m gerade
k/2
g(m,n,m+n — 2k) = (%) (a1 — c1) , k gerade, n und m ungerade
)
)

(k=1/2(qy —¢;) , k ungerade, n oder m gerade

( (24)
[ (2)k=D/2(eyk+D/2(qy — ¢y) | k, n und m ungerade

as , m gerade

glm,n,n —m) = <Cl‘32 co , m ungerade und n gerade

(m—1)/2
(CICQ) c1 , m und n ungerade

fiir m > 2.

g(m,n,n+m — k) =0 fiir alle m,n, falls k > 1 ungerade.

Beweis: Man benutzt die Rekursionsgleichungen fiir die Linearisierungskoeffizien-
ten g(m,n, m+n—k) aus [25] und fiihrt fiir n, k fest eine langwierige vollstandige
Induktion nach m durch. Dabei hat man Fallunterscheidungen zu treffen, je nach-
dem ob n,m, k gerade oder ungerade sind. O

Bemerkung:
Die KMG-Polynome erster Art bilden also genau dann eine polynomiale Hyper-
gruppe, wenn a; > 1/2 und as > 1/2 gilt.

Satz 4.2

(i) Das Orthogonalisierungsmaf3 1 der KMG-Polynome erster Art hat folgende
Gestalt:

Auf den Intervallen I, = [—(\/a + v/B), —|v/a — /B|] und I, = [|\/a —
VB, va + +/B] ist m absolutstetig mit der Dichte

(4822 — (2% + B — a)?)V/?

2mcox (1 — 22)

m'(x) =

Dabei ist o := aqco und 3 := aqcq. Der diskrete Anteil ist
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(1) ein Sprung in x = 0 der Masse =2, falls a; > ay und

(2) Spriinge in x = —1 und x = 1 der Masse %, falls ay +as < 1.

(ii) Die KMG-Polynome erster Art besitzen die Eigenschaft (T') genau dann,
wenn a; > 1/2 und ay > 1/2 ist, d.h. genau dann, wenn sie eine polynomiale
Hypergruppe bilden.

(iii) Fiir die KMG-Polynome 1.Art mit a; > 1/2 und ay > 1/2 gilt

D =[-1,1Ju{z € C\[-1,1] : [22—(a+B)+/ (22 — (a + B))? — 4af| < 2a1a5}

und Dg = [—1,1]. Dabei sind « und 8 wie in (i).

Beweis:

(i) Fiir ein beliebiges orthogonales Polynomsystem P,(z) mit Orthogonalisie-
rungsmafl m bezeichne

B(z):/d”—(t) 2 eC\Trr

z—1

die Stieltjes-Transformierte von 7. Ist Trm kompakt, so besitzt B(z) eine
Darstellung als Kettenbruch

1 CL061| CL102| L

B(z)

- |Z—b1 B |Z—b2 _Z—b3
([36], Theorem 3.5.4). Bezeichnen PV die 1. assoziierten Polynome und

A(z) deren zugehorigen Kettenbruch, so folgt unmittelbar

(+) B(z) = z—b —1aoclA(z)'

Sind speziell P,(z) die Karlin-McGregor-Polynome 1.Art P,(z;aq,as), so

gilt P (z;a1,a2) = Qu(waz,a1). Da QW (x302,a1) = Qu(w5a1,a2) ist,
folgt nach zweimaligem Anwenden von (x)

24 8ot (2ot B 48
20z

A(z) =

und somit

Bl = 2¢,182((2% — a + B)? — 4822)V2 +2B23(28 — ¢1) + 2Bc1z(a — B)
O 0 ) tata AP - (2 a+ 0P - 152)
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Nun ist § —a = ay —a; und 25 — ¢; = ¢;(az — ¢3) und daher 148t sich obige
Gleichung vereinfachen zu

_ 282[((2% + a2 — a1)* — 482%)"2 + 2% (az — ¢5) + (a1 — ap)]

c1[(z%(ag — o) + (a1 — a2))? — ((22 + ag — a1)? — 4322)]

(22 + ag — a1)? — 4B82HY2 + 22(ay — ) + (a1 — ay)
2092(1 — 22)

B(2)

Mit der Inversionsformel fiir die Stieltjes-Transformation folgt die Behaup-
tung.

(ii) [37], Corollary 2 ergibt,dafl die KMG-Polynome erster Art die Eigenschaft
(T) fir a1 > 1/2,a2 > 1/2 besitzen. Andererseits rechnet man leicht nach,
dafl

1— 261 1— 202
1) —
und  h(3,1) 5 26,

ist. Daher ist die Eigenschaft (T) genau fiir diesen Parameterbereich giiltig.

h(3,0) =

2 — C1

(iii) Da mit (ii) die Eigenschaft (T) erfullt ist, ist [-1,1] € Dg. Lemma 2.2.3
zeigt, dal DgN|1, co[= 0. Da die KMG-Polynome symmetrisch sind, folgt
Dgs =[-1,1].
Setze weiter

A={z€C\[-1,1] : |2> = (a+B) + V(22— (a + B))?2 — 4af| < 2a1a,}.
3], Theorem 1 liefert fiir z € C\ [—1,1]

foy Prra(zia1,00) _ 2 — (@ +8) +/( — (a + B)? — 4o

n—r00 Pn(Z; al;%) 2a1a,

Folglich ist fiir z € A°\ [—1,1]

Poya(2; a1, as)

> 1
Pu(z; a1, a2)

lim
n—oo

und somit z &€ D.
Ebenso ist fiir z € A° z € D. Da [—1,1] C D, folgt die Behauptung,.

Bemerkung:
P,(x) = P,(x;1/2,as) hat die explizite Darstellung

Po(l') =1
222 — 1 212 — 1

/2
i) = (35 (0 —othiGm)) 02
Ponir(z) = 2 <2_2><n+1>/2 (\/Z:EU’L(ZIZT\/;—ci) - Unl(zf;%)) (n>0)
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mit den Tschebyscheff-Polynomen 2.Art U, (z). P,(x) ist in der Terminologie
von [8] das gesiebte random-walk-Polynom erster Art zum Polynomsystem { R,,(z) } nen,
das die Rekursionsformel

Ro(x) =1 Ry(x) =z/co
zR,(x) =coRupi1(x) + asR,—1(x)

besitzt. Durch Einsetzen sieht man, dafl

= (2) "t i)

ist und die Behauptung folgt aus [8], Corollary 3.2.

Satz 4.3
(i) Die KMG-Polynome 2.Art bilden fiir a; > 1/2 und ay > 1/2 eine poly-
nomiale Hypergruppe. Ist a; # as, so sind die Rekursionskoeffizienten von

Qn(z: a1, a0) == % fiir alle n € N gegeben durch

(n+1)/2(1_
a, (1 W) , falls n ungerade
~ 1— dé —1—¢
Un =4 0 gnrze) . J und ¢, = an
T (T , falls n gerade
Dabei ist v := &2

ajaz’

(ii) Fiir a; > 1/2 und ay > 1/2 ist fiir die KMG-Polynome 2.Art die Eigen-
schaft (T) erfiillt.

(iii) Fiir die KMG-Polynome zweiter Art hat das Orthogonalisierungsmaf 7 die
folgende Gestalt:

Auf den Intervallen I, = [—(\/a + v/B), —|v/a —/B|] und I, = [|\/a —
VB, va + /] ist m absolutstetig mit der Dichte

(4@:132 _ (172 + 5 _ a)2)1/2

W/(x) - 2rox

Dabei ist o := ajco und 8 := agcy. Der diskrete Anteil ist ein Sprung in
x = 0 der Masse M falls a1 > ao.

(iv) Ist ay > 1/2 und ay > 1/2, so ist fiir die KMG-Polynome 2.Art

D =[-1,1Ju{z € C\[-1,1] : [Z*—(a+B)+V/ (22 — (a + B))? — 4af| < 2a1a2}.

und Dg = [—1,1].
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Bewezs:

(i) Die Positivitdt der Linearisierungskoeffizienten folgt aus [38], Theorem 1.
Berechne Q,,(1; a1, az) mit Hilfe von [27], Prop. 1.2. Aus [27](1.10) folgt die
zweite Behauptung.

(ii) Dies folgt ebenfalls aus [37], Corollary 2.

(iii) Die Gestalt des Orthogonalisierungsma$l berechnet man wie im Beweis von
Satz 4.2. Im Unterschied zu dort ist nur hier

(*-f+0)+ JF=FTaP —da?
2002 '

B(z) =

(iv) Es bezeichne ¢,(z) das n-te monische KMG-Polynom 2.Art. Dann ist

@n—i-?(x; a17a2) _ qn+2(z) Qn(1>
Qn(z; a1, a2) 4n(2) Gnia(1)

Nun gilt ([27],(1.10)):
Qn+2(1)
qn(1)
Mit Teil (i) und [3], Theorem 1 folgt

= Ap+10p.-

Qn+2(x;a1,a2) . 22— (a+B)+ /(22— (a+ B))? — 4ap

@n(x; ay, CLQ) 2aias

fir z € C\ [—1,1]. Damit folgt die Behauptung wie in Satz 4.2.



Anhang

A.1 Orthogonale Polynome

Gegeben seien Folgen a,, > 0,b, > 0 und ¢, > 0 (n € N) mit a,, + b, + ¢, = 1 fiir
alle n € N.
Dann definiert bekanntlich (Satz von Favard, [9],Theorem 1.3.4)

Py(z) =

1 ) = aogx + bo
Pi(z)P,(x) =

P1 (l’
an Poi1(z) + b, Pp(x) + ¢y Py ()

ein System orthogonaler Polynome. Dabei wihlen wir ay und b, stets folgender-

mafen:

(i) Falls die Limiten lim,, o, a, =: a €]0, 1[,lim,, o, b, =: § und lim,, ,, ¢, =:
v €]0, 1] existieren mit a > v, so setze ag := 2,/a7y und by := f.

(ii) Falls diese Bedingung nicht erfiillt ist, so wéhle ag > 0, by mit ag + by = 1.
Setze weiter

18 : T |
2o 1= 4 VT nn Fall (1) and = In \/: im Fall (i) |
1 im Fall (ii) 0 im Fall (if)

Dann gilt xy > 1, coshy = x¢ und P,(zo) = 1 fiir alle n € N.

Es bezeichne 7 das Orthogonalisierungsmafl des Polynomsystems {P,(x)}nen,

" = ([ serin)”

Da ay, b, und ¢, beschrinkt sind, ist Tr 7 kompakt (sieche [9], Theorem IV.2.2).

Lemma A.1.1
Ist Voraussetzung (i) erfiillt, so ist { P,,(x)}nen, in der Nevai-Klasse M(0,1) ent-
halten und es gilt Trm C] — 00, x¢].

75
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Beweis: Einen Beweis der ersten Behauptung findet man z.B. in [28]. Zum Beweis
des zweiten Teils geniigt es zu zeigen, dafl P,(z) > 1 fiir > zo und n € N. Denn
dann sind offensichtlich alle Nullstellen von {P,(z)}nen, in | — 00, 0] enthalten
und somit auch Tr7 (][9], Theorem II1.5.8). Nun ist P (z) > 1 fiir x > x, und aus
der Rekursionsgleichung, geschrieben in der Form

Poyr(z) = Polx) = Z—Z (Pu(x) — Poa(x)) + i (Pi(z) — 1) Pu(x)

folgt induktiv die Behauptung. O Die Linearisierungskoeffizienten g(m,n, k)
von {P,(z)}nen, sind durch

n+m

Py(x)Py(z) = Y glm,n,k)Pi(z)

k=|n—m|

eindeutig bestimmt.

Man sagt das Polynomsystem {P,(x)},en, hat die Eigenschaft (T), falls in der
Darstellung

Py(x) =Y h(n,k)Ti(z)

von P,(x) beziiglich der Tschebyscheff-Polynome erster Art h(n, k) > 0 fiir alle
n und k ist.

Schliefllich setzen wir

D={z€C : |P(¢)]<1furallen e N} und Dg=DnNR.

Man sieht leicht, dal Dg C [— 1;:0 , To)-
Falls das Polynomsystem { P, (z)},en, €ine polynomiale Hypergruppe bildet und
die Voraussetzung (i) erfiillt ist, gilt [—zo, zo] C Dg ([44], Theorem (8.2)).

A.2 Modifizierte Momente

Definition A.2.1
Gegeben sei ein orthogonales Polynomsystem { P, (z)},en, Wie oben.

(i) Fiir k,n € Ny und 0 € C setze

0

Ono(k) = (a) Py(cosht)|i—g und my, (k) := @n0,(k).

Die Funktionen m,, heilen Momente.
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(ii) Fiir jede No-wertige Zufallsvariable X' mit Verteilung p heifit

E.(X):=F Zml p({n})

der modifizierte Erwartungswert von X.

Lemma A.2.2
Der modifizierte Erwartungswert hat folgende Eigenschaften:

(i) my(n) =0, falls vog = 1, und my(n) > 0, falls zy > 1.

(ii) Ist X,, eine P,-homogene Markov-Kette mit Verteilung p, so ist E.(X,) =

Einen Beweis dieser Aussagen findet man in [42].

Definition A.2.3
Gegeben sei eine Sturm-Liouville-Hypergruppe wie in Kapitel 2 und ¢, ihre mul-
tiplikativen Funktionen. Dann setzt man wie oben fiir x € R, ,;n € Nund § € C

bns() = (g)w» und ma(z) = $nip(2).

und nennt die Funktionen m,(x) ebenfalls Momente. Genauso heifit

B.(X) i= Bm(X)) = [ mi(a)du)
0
der modifizierte Erwartungswert der R, -wertigen Zufallsvariablen X.

In [48] ist bewiesen, daB gilt

Lemma A.2.4
Der modifizierte Erwartungswert hat die Eigenschaften:

(i) mi(xz) =0, falls p =0, und my(z) > 0, falls p > 0.
(i) Ist X,, ein random walk mit Verteilung p, so ist E.(X,) = nE.(X;).

A.3 Einige Eigenschaften konvexer Funktionen

Beweise der folgenden Aussagen sind in [12], Kapitel VI oder in [33] zu finden.
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Definition A.3.1
(i) C C R heiit konver, falls Az +(1—=N)y € C firallex,y € Cund 0 < A < 1.
Damit ist C' C R konvex genau dann, wenn C ein offenes, halboffenes oder
abgeschlossenes Intervall ist.

(ii) Eine Funktion f : C' — R heifit konvez, falls C konvex ist, f # +o0o, f nicht
den Wert —oo annimmt und falls fiir alle z,y € C' und 0 < A < 1

fOz+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =N f(y)

gilt. Da eine konvexe Funktion auf C immer durch die Festsetzung f(x) =
+oo fiir x ¢ C zu einer konvexen Funktion auf R fortgesetzt werden kann,
wird im folgenden immer angenommen, daf§ f auf ganz R definiert ist.
Unter dem effektiven Definitionsbereich von f versteht man dann die kon-
vexe Menge

domf :={zx € R: f(z) < oco}.
Satz A.3.2
(i) Eine konvexe Funktion f ist stetig auf (domf)°.

(ii) Sei f eine konvexe, von unten halbstetige Funktion, y € domf und x €
rd(domf). Dann ist \x + (1 — Ay € (domf)° fiir 0 < A < 1 und es gilt

%gf(m +(1=Ny) = f(y).

Definition A.3.3
Sei f konvex auf R und y € R.

(i) z € R heifit Subgradient von f in y, falls
f(z) = fly) + z(x — y) fir alle x € R.

(ii) Das Subdifferential von f in y ist die Menge
df(y) :=={z € R: z ist Subgradient von f iny }.

(iii) Ist f(y) < oo, so existieren die rechtsseitige und die linksseitige Ableitung

von f in y
vy g f@) = fy) vy g f@) = fy)
fily) =lim Ty . Jo(y) =lim pr—y
als Zahlen in R.
Beachte , dafl aus der Konvexitiat von f
>y X Yy <y X Yy

folgt.
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Satz A.3.4
f sei konvex. Setzt man f' (y) = +oo = f’(y) fiir alle y rechts von domf und
fi(y) = —oo = f’(y) fiir alle y links von domf, so gilt fiir alle x € R

of(x) ={zeR: fl(z) <z < fi(x)}.

Existiert ein xp € R mit fi (x¢) = 0, so ist f monoton wachsend auf [z, +00]
und monoton fallend auf | — oo, x).

Definition A.3.5
Zu einer konvexen Funktion f auf R heifit

f*(y) = sup{zy — f(x)}

z€R
die Legendre-Transformierte von f.

Satz A.3.6
Sei f eine konvexe, von unten halbstetige Funktion. Dann gilt:

(i) f* ist konvex und von unten halbstetig.
(ii) zy < f(x) + f*(y) fiir alle z,y € R.
(iii) zy = f(x) + f*(y) genau dann, wenn y € Jf(x).
(iv) y € Of(z) genau dann, wenn x € 0f*(y).
(v) Ist f endlich und differenzierbar auf R, so gilt

(domf*)° C {f'(z): x € R} C domf™.
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Bezeichnungen

Es bezeichnen stets C, R, Q und N die komplexen, reellen, rationalen und natiirli-
chen Zahlen. Daneben legen wir fest:

Ii&+:: [0, OO[,
R :=RU{—00,+00} und
No =NU {0}

Ist K ein lokalkompakter Raum, so bezeichnet
M(K) die Menge aller komplexen reguldren Borelmafle auf K,
M (K) die Menge aller positiven regulidren Borelmafie auf K,
MY(K) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf K und
B(K) die Borel-o-Algebra von K.

Das Punktmafl in x € K bezeichnen wir mit ¢§,. Fiir die charakteristische Funk-
tion der Menge A € B(K) schreiben wir 1 4(x).

IstA C K, so bezeichnet

A° das Innere von A,

A ) den Abschlufl von A,
rdA = A\ A° den Rand von A und
A=K\ A das Komplement von A in K.

Sind (ay), (b,) Folgen reeller Zahlen mit b,, > 0, so schreiben wir

a, ~ b, , falls lim,,_, Z—: =1 gilt und

a, ~ b, , falls Konstanten C', (Y existieren mit C < ‘;—: < s,

Genauso schreiben wir fiir rellwertige Funktionen f(z), g(z) mit g(z) > 0

f(z) = g(x) , falls lim, o0 % =1
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